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1.   Введение 

 
В работе используя классы ))(,,,,(  o  локально липшицевых функций в 

точке, в банаховым пространстве получены достаточные условия экстремума 

высокого порядка при наличии ограничений.  

       В работе Кларка (см.[2]) для экстремальных задач, при наличии ограничений, с 

использованием функции расстояния в классах липшицевых функций построена 

функция точного штрафа. 

       В [6,7,9] в банаховом пространстве определены ),,,(  ,  ),,,(    

липшицевые и ),,,(    локально липшицевые функции в точке, изучен ряд 

их свойств и рассмотрены экстремальные задачи с ограничениями. 

    В [1,7] получены достаточные условия экстремума высокого порядка при 

наличии ограничений. Работа является продолжением работы [5,8] автора. 

       В гладком случае достаточные условия экстремума для экстремальных задач с 

ограничениями изучены многими авторами(см. например, [3,10,11]).   

 

2.     ))(,,,,(  o   локально липшицевая функция 

  

 Пусть X - банахово пространство, 0 , 0 ,  , 0   и  

),0[R  . Положим yx)y,x(d    и   1x:XxB  . 

       Непустое множество XK  называется конусом, если Kx  при всех 

0,Kx  . Пусть XK   выпуклый конус, R}Kx{:f 0    и  RK:  , 

где  0)0(  . 

                                                 
* Работа была представлена на семинаре Института Прикладной Математики 25.11.2014 
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        Функцию  f  назовем ))(o,,,,(   (или сильно ),,,(  , 

см.[5]) локально липши-цевой относительно конуса  K   с постоянной  L   в 

точке  0x , если существует функция 


RR:o , где  0)0(o   и 0
t

)t(o
lim

0t



 

такая, что  f  удовлетворяет условию 

)
β

()()()(x)f(y)f( xxxx
α

ανβ

ανβ

00 oLxyxx yy 






  

при Ky,x  ,  y,x . Если 0)x(  , то функцию f  назовем 

))(o,,,,(   локально липшицевой относительно конуса  K  с постоянной  

L  в точке  0x . 

        Если XK  , то функцию f  назовем ))(o,,,,(   локально 

липшицевой с постоянной L  в точке х0, а если  0 , то функцию f  назовем 

))(o,,,,(   локально липшицевой с постоянной  L  в точке  х0 (см.[6]). 

Замечание 1. Если  , то считаем, что 1
α

ανβ

ανβ
x 




y . 

        Если существует функция 


RR:o , где 0)0(o   и 0
t

)t(o
lim

0t



, такая, 

что f  удовлетворяет условию )(oLx)f(y)xf( xyxx
00



   при 

,Ky,x  ,x  y , то  f  назовем ))(o,,,,1(   локально липшицевой 

относительно конуса K  c постоянной L  в точке 0x . Если XK  , то f  

назовем ))(o,,,,1(   локально липшицевой с постоянной  L  в точке  х0. 

      Пусть XK  конус. Если R}Kx{:f 0   и RK:  , где 0)0(  , то 

положим 

                          

))()()((
1

infsup

))()()((
1

lim);(

00
00

00
0

0
}{

txxftxxf
t

txxftxxf
t

xxf

t

t






















 

при Kx . 

 

3. О достаточных условиях слабого минимума в банаховом  

   пространстве при наличии ограничений 

 

        Пусть X  банахово пространство и }A:E{   есть семейство 

конечномерных подпрос-транств пространства X  направленное по 

возрастанию и удовлетворяющее условию XE
A




 , где   EE  при 

 , A -множество индексов, направленное (рефлексивным, 
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транзитивным, антисимметричным) отношением  . Отметим, что A  

направлено по возрастанию  , если   EE . Так как  всякая линейная 

система обладает алгебраическим базисом, то существование данного 

семейства конечномерных подпространств A,E  , в X  следует из леммы 

Цорна. Ясно, что A,E  , банахово пространство относительно 

индуцированной топологии из банахова пространства X .  

      Пусть g  обозначает каноническое вложение E  в X . Известно, что 

(см.[12]) индуктивная топология в X  относительно семейства 

)A,g,E(   является локальным выпуклым пространством. Через  s)X(  

будем обозначать пространство X , снабженное введенной топологией. 

Аналогично из 2.6.4 и 2.6.5[12] имеем, что X}x{ k   сходится к x  

относительно топологии в s)X(  в том и только в том случае, когда для 

некоторого  A  последовательность }x{ k   сходится к  x   в E . Поэтому 

топология в  s)X(  сильнее, чем топология в X . Тогда имеем, что  s)X(   

хаусдорфовое пространство. 

      Положим       Cxtxчто,0t,xx:Xx)C;x(T kk0kk0  , 

                               Cxtxчто,0t,Xвxx:Xx)C;x(T kk0ksk0s  . 

      Ясно, что )C;x(T)C;x(T 0s0  . Положим 

)Ex(CE)xC(xC 000    , где A . Так как  CC  , то имеем, 

что  )C;x(T)C;x(T)C;x(T 0s0s0   . 

      Если 0x  является точкой локального минимума функции f  на множестве 

XC , то существует 0  такое, что )x(f)x(f 0   при )Bx(Cx 0   . 

Отсюда имеем, что )x(f)x(f 0   при )EBx(Cx 0    и A . 

Отметим, что  EB  выпуклая закругленная окрестность нуля в E  

(см.[11]). 

       Если )x(f)x(f 0   при )EBx(Cx 0    и A , то имеем, что 

)x(f)x(f 0   при )Bx(Cx 0   , где 0 . 

       Если 0x  является локального минимума функции f  на множестве 

)Ex(C 0   при A , то 0x  назовем слабого локального минимума 

функции  f   на множестве C . 

       Отметим, что если 0x  является локального минимума функции f  на 

множестве C , то Сx0   является точкой слабого локального минимума 

функции  f   на множестве C . В общем случае обратное утверждение 

неверно. 
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Замечание 2. Если существуют 0  и A  такое, что )x(f)x(f 0   при 

)EBx(Cx 0   , то 0x  называется точкой локального минимума 

функции  f   на множестве C   относительно топологии  s)X( . 

        Если Сx0  , то положим  )Ex(CC 0      при  A   и     

                             

   Cxtxчто,0t,Eвxx:Ex)C;x(T kk0kk0 . 

Лемма 1. )C;x(T)C;x(T 0s
A

0 


 . 

Доказательство. Если  
A

0 )C;x(Tx


 , то существует индекс A  такое, 

что )C;x(Tx 0  . Поэтому существуют   Eвxxгде,Ex kk   и  

0tk   такие, что  Cxtx kk0 . Отсюда вытекает, что )C;x(Tx 0s . 

Обратно, если )C;x(Tx 0s , то существуют xxгде,Xx kk   в s)X(  и  

0tk   такие, что Cxtx kk0  . По лемме 2.6.5[11] sk )X(вxx   тогда и 

только тогда, когда  существует индекс A  такое, что Exk  и 

 Eвxxk . Отсюда имеем, что Ex   и  Exxtx 0kk0 . Так как  

Cxtx kk0  , то   Cxtx kk0 , т.е. )C;x(Tx 0  . Лемма доказана. 

       Пусть XC , Cx
0
 , RX:f  . Далее считаем, что 


RR:o , 


RR:o , 


RR:o

i
 и 


RR:o

i
, где )0(o )0(o )0(o

i
0)0(o

i
  и 

0
t

)t(o
lim

0t



, 0

t

)t(o
lim

0t



, 0

t

)t(o
lim i

0t



, 0

t

)t(o
lim i

0t



. 

       Если 0x  изолированная точка множества  C , то доказательства 

следующих утверждений три-виально. Поэтому далее считаем, что точка 

строгого слабого локального минимума 0x  не является изолированной 

точкой. 

Теорема 1. Пусть  XC  , Cx0  , функция f  удовлетворяет  

))(o,,,,1(
iiiii
  локально липшицеву условию с постоянной  iL   в точке  

0x , существует число  0   такое, что  ,0)x(i   n,,2,1i  ,  при 

B)xC(x 0    и  }0{\)C;x(T}0)x;x(f:)C;x(Tx{ 0s

n

1i
0

}{
0s

i

i





  . Тогда  

Сx0    является точкой строгого слабого локального минимума функции  f   

на множестве C . 

Доказательство. Допустим противное. Тогда существует индекс  A0   

такое, что точка 0x  не является строгого локального минимума функции f  

на множество 
0

C . Поэтому для любого  0k    найдется 0yk   такое, что  
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,Cyx
0k0   )x(f)yx(f

0k0
   и   .y kk   Положим  ,ykk   

.
y

y
x

k

k
k   Так как 1xk  , то не умаляя  общности можно считать, что 

xxk  , 0x  . Если 0k  , то имеем, что ).C;x(T)C;x(Tx 0s0s 0
   

Обозначим }0)x;x(f:)C;x(Tx{S 0
}{

0si
i

i





, n,1i  .  По условию имеем, что 


n

1i
i.Sx



   Тогда существует ,m  где nm1  ,  что  .Sx m    

       Пусть mSx . Ясно, что  ).xx(f)xx(f)x(f)xx(f kk0k00k0   

Если },
2

min{k 


 , то по условию  имеем, что  

              




)()()(

)()()()(

0

000

kkmkkkm

kkmk

xxxfx

xxfxfxxxf




  

             
).x(o)xxx(xxL

)x()xx(f)x())xx(xx(f

m
mmm

mmmmm
m

km

v

k

v

kk

v

kkm

kkmk0kmkkkk0





 

Поэтому 

                      










 m

m

m
k

kmk0

k
0

}{ )x(f)x()xx(f
lim)x;x(f  

                ,0)
)x(o

)xxx(xxL(lim
m

m
m

mmmmm

k

kmv

k

vv

kmk














 

т.е.  0)x;x(f 0
}{ m

m




 . Получим, что mSx . Так как  mSx , то получим 

противоречие. Теорема доказана.  

       Из доказательства теоремы 1 вытекает, что верно следующее следствие. 

Следствие 1. Пусть XC , Cx0  , функция f  удовлетворяет  

))(o,,,,1(
iiiii
  локально липшицеву условию с постоянной  iL  в точке  

0x , существует число  0   такое, что ,0)x(i   n,,2,1i  , при 

B)xC(x 0    и }0{\)C;x(T}0)x;x(f:)C;x(Tx{ 0

n

1i
0

}{

0
i

i 




   при 

A . Тогда Сx0   является точкой строгого слабого локального минимума 

функции f  на множестве C . 

Следствие 2. Пусть  функция f  в точке Cx0   удовлетворяет 

))(o,,,,1(   локально липшицеву условию с постоянной L , существует 

число 0  такое, что  0)x(   при  B)xC(x 0     и  0)x;x(f 0
}{ 

   при  



М.А. САДЫГОВ: ДАСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ДЛЯ ЛОКАЛЬНОГО … 

 217 

)C;x(Tx 0s , 0x  . Тогда  Сx0    является точкой строгого слабого 

локального минимума функции  f  на множестве  C . 

        Пусть RX:fi  , n,,1i  , дифференцируемые по Фреше функции. 

Положим }n,,1{I  , }0)x(f:Ii{I 0i0  .  

 Множество  

                         }Ii,0x),x(f:Ex{)x(K 00i0 


    

назовем линеаризующим конусом для множества 

}Ii,0)x(f:Exx{C i0    в точке }Ii,0)x(f:Xx{Cx i0     

при  A . Если 0I , то считаем, что  .E)x(K 0    Отметим, что  

)x(K)C;x(T 00   . 

       Следствие 3. Пусть  }Ii,0)x(f:Xx{C i  , Cx0  , функция f  

удовлетворяет ))(o,,,,1(
iiiii
   локально липшицеву условию с 

постоянной  iL   в точке  0x , существует число 0  такое, что  ,0)x(i   

n,,2,1i  , при B)xC(x 0    и  

                                 }0{\)x(K}0)x;x(f:)x(Kx{ 0

n

1i
0

}{

0
i

i 




    

 при  A . Тогда Сx0   является точкой строгого слабого локального 

минимума функции  f  на множестве C . 

       Следствие 4. Пусть Cx0  , функция f  удовлетворяет ))i(o,,,i,1(
iii

  

локально липшицеву условию с постоянной  iL   в точке  0x , где  n,,1i  , 

11   и 0)x(1   при ,Rx s   

)x;x(f)x( 0
}1{

2
 ,  )x;x(f)x;x(f)x( 0

}2{
0

}1{
3 2





  ,…, 

 



 )x;x(f)x;x(f)x( 0
}2{

0
}1{

n 2
 )x;x(f 0

}1n{

1n



 
  

 и пусть  )C,x(TM 0s1  ,  }0)x;x(f:Mx{M 0
}i{

i1ii  

   при  n,,2i    и  

0)x;x(f 0
}n{

n


   при  nMx , 0x  , существует число 0  такое, что  

,0)x(i   n,,2i  , при B)xC(x 0   . Тогда  Сx0   является точкой 

строгого  слабого локального минимума функции  f  на множестве C . 

Рассмотрим минимизации функции )x(f0  на множестве 

 k,,2,1j,0)x(f:CxG j  , где ,RX:f j   k,,1,0j  , XC . 

       Следствие 5. Пусть  })x(f,),x(f),x(f)x(fmax)x(f k1000  , Gx0  , 

функции jf , k,,1,0j  ,удовлетворяют ))(o,,,,1(
iiii
 локально липшицеву 

условию с постоянной iL  в точке 0x , где n,,1i   и  
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}0{\)C;x(T}0)x;x(f:)C;x(Tx{ 0s

n

1i
0

}{
0s

i



 . Тогда 0x  является точкой 

строгого слабого локального минимума функции 0f  на множестве 

 k,,2,1j,0)x(f:CxG j  . 

Доказательство. Из леммы 1.1[5] имеем, что функция )x(f  удовлетворяют 

))(o,,,,1(
iiii
  локально липшицеву условию с постоянной  iL   в точке  

0x , где  n,,1i  . Тогда из теоремы 1 имеем, что 0x  является точкой 

строгого  локального минимума функции )x(f  на C  при A , т.е. 

существует 0  такое, что )x(f)x(f 0   при 00 xx),EBx(Cx    . 

Поэтому 

                                   0})x(f,),x(f),x(f)x(fmax k1000    

при  00 xx},EBx{Cx    . Отсюда имеем, что  0)x(f)x(f 000   при 

),EBx(Gx 0    0xx   и A . Следствие доказано. 

        Отметим, что если X  и Y -банаховы пространства, функции 

,RX:f j  k,,1,0j  ,  и YX:F    удовлетворяют ))(o,,,,1(
ij
  

локально липшицеву условию с постоянной  jL   в точке  0x , где 

1k,k,,1,0j   , то  

          )x(F,y)x(f)x(f)y,,,,x(L
k

1j
jj0k1







   ,  
 Yy,Rj , 

удовлетворяет ))(o,,,,1(,y
k

1j
jj1k0

 




  локально липшицеву 

условию с постоянной   

j

k

1j
j1k0 LLyL 




    в точке  0x , где  





k

1j
1kjj0

)t(oy)t(o)t(o)t(o . 

        Рассмотрим минимизации функции )x(f0  на множестве  

 0)x(F,k,,2,1j,0)x(f:CxP j   , где ,RX:f j  k,,1,0j  , 

YX:F  , Y -банахово пространство. Если  R,,
k1
   и Yy , то 

положим 

                        


 
k

1j
jj0k1 )x(F,y)x(f)x(f)y,,,,x(L  . 

Следствие 6. Пусть Px0  , существуют 0,,0 k1   , Yy , 

где ,0)x(f 0jj  ,k,,1j   такие, что в точке 0x  при  )y,,,,x(L)x(f k1
    

выполняется условие теоремы 1, т.е. пусть ,XC Px0  , функция f  

удовлетворяет ))(o,,,,1(
iiiii
  локально липшицеву условию с 
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постоянной iL   в точке  0x , существует число  0   такое, что  ,0)x(i   

n,,2,1i  , при B)xC(x 0    и 

                   }0{\)C;x(T}0)x;x(f:)C;x(Tx{ 0s

n

1i
0

}{
0s

i

i





  .  

Тогда 0x  является точкой строгого слабого локального минимума функции  

0f  на множестве P .  

Доказательство. Из теоремы 1 вытекает, что 0x  является точкой строгого 

слабого локального минимума функции )y,,,,x(L)x(f k1
   на 

множестве C , т.е. существует 0 , A , такое, что   

                              )y,,,,x(L)y,,,,x(L k10k1
      

при 00 xx),EBx(Cx    .  

Поэтому    

                                  )x(f)x(F,y)x(f)x(f 00

k

1j
jj0 



  

  при  00 xx),EBx(Cx    . Отсюда следует, что  )x(f)x(f 000   при  

),EBx(Px 0    0xx  , A . Следствие доказано.  

        Отметим, что если  Cintx0  ,  

                              x,y)x(F)x(f)x(f)x(
k

1i
00i00 



   

и существует число  0   такое, что 0)x(    при  B)xC(x 0   , то 

0y)x(F)x(f)x(f
k

1i
00i00

 


 . Поэтому имеем, что  0)y,,,,x(L k10x   . 

        Положим )EBx(CC 0     и   

}xCx,0:x{cl)xC(concl)x(K
~

000   , где  0 , Cx0  , A . 

Можно рассмотреть и следующую обобщения теоремы 1. 

Теорема 2. Пусть  )x(K 0i
   замкнутые выпуклые конусы при   n,,1i   и  







 

n

1i
i0 K)x(K

~
 при A ,  RK: ii  

  функции, где  0)0(i  ,  n,,1i  , 

функция  f  удовлетворяет ))(o,,,,1( iiiii
   локально липшицеву 

условию с постотоянной  
iL   в точке  0x  относи-тельно конуса 

iK , 

существует число 0  такое, что 0)x(i    при BKx i       и  

0)x;x(f 0
}{ i

i








  при  iKx , 0x  ,  n,,2,1i   и  A . Тогда  Сx0   

является точкой строгого слабого локального минимума функции f  на 

множестве  C .  
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Доказательство. Допустим противное. Тогда существует индекс A  

такой, что 0x  не является точкой строгого локального минимума функции f  

на множество C . Поэтому  для любого  0k    найдется 0yk   такое, что  

,Cyx k0   )x(f)yx(f 0k0    и  .y kk   Тогда существует конус 
mK , где 

 nm1 , и для любого  0k    найдется   mk Ky , 0yk  , kky   такое, 

что  )x(f)yx(f
0k0

 . Положим  .
y

y
x,y

k

k
kkk   Не умаляя  общности 

можно считать, что xxk  , 0x  . Если 0k  , то имеем, что  .Kx m
  По 

условию 0)x;x(f 0
}{ m

m








  при   mKx , 0x  .  

         Если  },
2

min{k 


 , то по условию имеем, что     

               




)()()(

)()()()(

0

000

kkmkkkm

kkmk

xxxfx

xxfxfxxxf









  

                )x()xx(f)x())xx(xx(f kkmk0kmkkkk0  

            ).x(o)xxx(xxL mmmmmmmmmm

kmkkkkkm

    

Поэтому 

                      



















m

m

m

k

kmk0

k
0

}{ )x(f)x()xx(f
lim)x;x(f  

                ,0)
)x(o

)xxx(xxL(lim
m

mm

mmmmm

k

km
k

v

km
k



















 

т.е. 0)x;x(f 0
}{ m

m








 . Так как  
 mKx , 0x  , то получим противоречие. 

Теорема доказана. 

        Пусть X  банахово пространство,  .RX:f,XC   Положим  

              )),x;x(ft...)x;x(ft)x(f)txx(f(
t

1
lim)x;x(f 0

)1n(1n
000n0t

0
)n( 


   

              ).x;x(f...)x;x(f)x( 0
)1i(

0i
     

         Отметим что, запись )x;x(f 0
)n(  означает, что )x;x(f 0

)n(  существует и 

конечна, а выражение )x;x(f!.n 0
)n(  являются производной  n-го порядка f  в 

точке 0x  по направлению x . 
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Теорема 3. Пусть существуют конечная положительно однородная степени 

ii   функция )i0,n,2i(,RX: ii   и ,RR:)t(o    где    0
t

)t(o
  

при  ,0t   числа 0   и  n,1j,0L
j

   такие, что     

                              )x(oyL)xx(f)yxx(f 100  , 

)x(o)y)x((yL)x()yx()xx(f)yxx(f
ii

iiii00
ii 


 

при ni2,y,x,Xy,x   и пусть  

         },0)x;x(f:Mx{M 0
)1m(

1mm  
 где n,,2m  , )C;x(TM 0s1   

и  0)x;x(f 0
)n(   при 1x,Mx n   и  существует число 0  такое, что  

,0)x(m   n,,2m  ,  при B)xC(x 0   . Тогда  Сx0    является точкой 

строгого слабого локального минимума функции  f  на  C . 

Доказательство. Допустим противное. Тогда существует индекс  A0    

такой, что 0x  не является точкой строгого локального минимума функции  f   

на множестве  
0

C .  Поэтому для любого  0k    найдется 0yk   такое, что  

,Cyx
0k0   )x(f)yx(f 0k0   и .y kk   Положим  .

y

y
x,y

k

k
kkk   

Не умаляя  общности можно считать, что xxk  , где 1x  . Если 0k  , то 

имеем, что  ).C;x(Tx 0s    

      Обозначим  }0)x;x(f:Mx{S 0
)i(

ii  , n,1i  . Так как 

             },0)x;x(f,...,0)x;x(f,0)x;x(f:)C;x(Tx{M 0
)1n(

0
)2(

00sn  
  

то имеем, что  
n

1i

i.Sx


   Тогда существует ,m   где  nm1  ,  что  .Sx m    

        Пусть  .1m   Ясно, что  ).xx(f)xx(f)x(f)xx(f kk0k00k0   

Если 
2

k


 , то по условию )x(oxxL)x(f)xx(f kkk10k0  . 

Поэтому  

        .0)
)x(o

xxL(lim
)x(f)xx(f

lim)x;x(f
k

k
k1

k
k

0k0

k
0 












 

Отсюда следует, что  .Sx 1  Получим  противоречие. 

         Пусть  2m    и  },
2

min{k 


 . Так как                      

                                  )x;x(f...)x;x(f)x( 0

)1m(

0m

 ,   

то по условию имеем, что  
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





)()()())((

)()()(

)()()()(

00

0

000

xxxxfxxxxf

xxxxf

xxfxfxxxf

kmkkmkkkkk

kmkkmkk

kkmk







  

         ).x(o)xx)x((xxL
mm

k
m
k

m

kkmkkm
mmmm 

  

Поэтому 

                    





 m
k

0kmk0

k
0

)m( )x(f)x()xx(f
lim)x;x(f  

                ,0)
)x(o

)xx)x((xxL(lim
m
k

mm
km

kmkm
k

mm 








 

 т.е. 0)x;x(f 0
)m(   и  mSx . Получим противоречие. Теорема доказана.  

        В теореме 3 можно положить 
ii

ii x)x(


 , где 0i  . 

      Для простоты изложения рассмотрены достаточные условия второго 

порядка для экстремальных задач при ограничениях. Пусть ,RX:   где 

0)0(  . Положим  

         

,
)()()(

lim

);(,
)()(

lim);(

2

00

0

0

}2{00

0
0

}1{

t

xftxtxxf

xxf
t

xftxxf
xxf

t

t





















 

}.0)x;x(f:)C;x(Tx{M},0)x;x(f:)C;x(Tx{M 0
}1{

0s20
}1{

0s1    

Теорема 4. Пусть существует конечная положительно однородная степени  

2  функция )20(,RX:   и  ,RR:)t(o    где  0
t

)t(o
  при 

0t  , числа 0 , 0L1    и  0L2   такие,  что  

                                 )x(oyL)xx(f)yxx(f 100     

при  ,Cyxx,y,Xy,x,Mx 01   

          )x(o)y)x((yL)x()yx()xx(f)yxx(f
22

200 


  

при  .Cyxx,y,Xy,x,Mx 02   

        Кроме того, 0)x;x(f 0
}2{ 

  при 1x,Mx 2   и существует число 0  

такое, что 0)x(   при B)xC(x 0   . Тогда Сx0   является точкой 

строгого слабого локального минимума функции  f  на  C . 

Доказательство. Допустим противное. Тогда существует индекс A0   

такой, что 0x  не является точкой строгого локального минимума функции f  

на множество 
0

C . Поэтому для любого 0k   найдется 0yk   такое, что 
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,Cyx
0k0  kky   и )x(f)yx(f 0k0  . Положим ,yt kk   .

y

y
x

k

k
k   

Не умаляя общности можно считать, что .xxk   Если 0tk  , то имеем, что 

).C;x(Tx 0s  Поэтому  .MMx 21  Также имеем, что                   

                        )xtx(f)xtx(f)x(f)xtx(f kk0k00k0  . 

Предположим, что  
2

k


 . Если  1Mx , то по условию имеем, что  

 )x(f)xtx(f 0k0   

)xt(oxxtL kkk1  . Отсюда вытекает, что 

           .0)
t

)xt(o
xxL(lim

t

)x(f)xtx(f
lim)x;x(f

k

k
k1

k
k

0k0

k
0

}1{ 





   

Получим, что  0)x;x(f 0
}1{ 

  и .Mx 1  Получим противоречие. Если  

,Mx 2  то по условию имеем, что   

 )xt()xt()xtx(f)xtx(f)x(f)xt()xtx(f kkkkk0k00kk0  

            
)xt(o)txx)xt((xxtL

)xt()xt()xtx(f))xtxt(xtx(f

22
k

2
k

2

kkkk2

kkkk0kkkk0






 

при }5,0;min{xty kkk  . Поэтому  









 2
k

0kk0

k
0

}2{

t

)x(f)xt()xtx(f
lim)x;x(f

.0)
t

)xt(o
)xx)x((xxL(lim

2
k

22
k2

kk2
k





 

Отсюда вытекает, что  0)x;x(f 0
}2{ 

   и  .Mx 2  Получим противоречие. 

Теорема доказана. 

        Отметим, что когда     равна одной из функций  

),x;x(f 0
 ),x;x(f 0

}1{  ),x;x(f 0
}1{ 

 то получим удобное достаточное условие 

второго порядка для задач минимизации при ограничениях, где   

.
t

)x(f)txx(f
lim)x;x(f 00

0t
0

}1{ 




     

       Рассмотрим минимизации функции  )x(f0   на множестве   

                n,,2,1i,0)x(f:CxG i  , где ,RX:fi    n,,1,0Ii  .  

Теорема 5. Пусть ,XC Gx0  , функция if   удовлетворяют  

                        ))(o,,,,1(
iiiii
   и  ))(o,,,,1(

İiii
   
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локально липшицевым условиям с постоянной  
i

L  в точке  0x , где 0)0(i  , 

0ii  , Ii , 0)x(f 0i   при n,,1i  , существует число  0  такое, 

что ,0)x(i   Ii ,  при B)xG(x
0

  ,  )x(i  положительно однородная 

степени  
i
   функция при  Ii   и  0)x;x(fmax 0

}{

i
Ii

i

i







  при   

                        )x(Tx
0G

}Ii,0)x(:)G;x(Tx{ i0s  , 0x  . 

 Тогда  0x  является точкой строгого слабого локального минимума функции  

0f  на множестве G .  

Доказательство. Допустим противное. Тогда существует индекс  A0   

такое, что  0x   не яв-ляется точкой строгого локального минимума функции 

f  на множество }n,,2,1j,0)x(f:Cx{ j0
  , где  )EBx(CC

00 0    . 

Поэтому для любого 0k   найдется 0yk    такое, что  ,Cyx
0k0   

kky  ,  0)x(f)yx(f 0ik0i   при n,,1i    и )x(f)yx(f 00k00  . 

Положим  ,yt kk   .
y

y
x

k

k
k   Не умаляя общности можно считать, что 

xxk  , 0x  . Если 0t
k
 , то имеем, что  )C;x(Tx 0s   и   )G;x(Tx 0s .  

      Так как  0)x(f)yx(f 0ik0i    при  n,,1i   и  )x(f)yx(f 00k00  , то 

имеем, что    

 )xt()xt()xtx(f)xtx(f)x(f)xt()xtx(f kikkikk0ik0i0ikik0i       

           
)xt(o)txxxt(xxtL

)xt()xt()xtx(f))xtxt(xtx(f

iiiiiiiiii

kikkkkki

kikkik0ikkkk0i





                             

при  }5,0;min{xty kkk    и  Ii . Отсюда вытекает, что 

              









 i

i

i

k

0ikik0i

k
0

}{

i
t

)x(f)xt()xtx(f
lim)x;x(f  

             0)
t

)xt(o
)xxx(xxL(lim

i

ii

iiiii

k

ki
kki

k








          

при  Ii . Поэтому  0)x;x(fmax 0
}{

Ii

i

ii




 
. 

     Так как  ii xtL)x(f)xt()xtx(f ki0ikik0i


 ,   то имеем, что 

                               ii xtL)x(f)xt()xtx(f ki0ikik0i


  

при  Ii  и kt . Тогда получим, что 
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



ii

ii

xtLxtxfxtxf

xtLxfxtxfxt

kikkiki

kiikiki






)()(

)()()(

00

00
              

iiiiiiii
iiiiii xtL)xt(o)txxxt(xxtL kikikkkkki






 

при }5,0;min{xty kkk   и Ii . По условию )x(i  положительно 

однородная функция степени i , то отсюда получим, что 0)x(i   при 

Ii . Тогда получим, что )x(Tx
0G

 и  0);(ma x 0

}{





xxf i

iiIi




, где  0x  . 

Получим противоречие. Теорема доказана. 

       Отметим, что в теореме 5 условию: существует число 0  такое, что 

,0)x(i   Ii ,  при B)xG(x 0   , можно заменить с условием: 

существует число 0  такое, что  ,0)x(i   Ii ,  при  B)xC(x 0   . 

        Из доказательства теоремы 5 вытекает, что верно следующее следствие. 

Следствие 7. Пусть ,XC Gx0  , функция if  удовлетворяют 

))(o,,,,1(
iiiii
   и  ))(o,,,,1(

iiii
 -локально липшицевым условиям с 

постоянной  
i

L  в точке  0x , где 0)0(i  , 0ii  , Ii , 0)x(f 0i   при 

n,,1i  , существует число  0  такое, что 0)x(0   при 

B)xG(x 0   , )x(i  положительно однородная степени  i   функция при  

Ii   и  0)x;x(f 0

}{

0
0

0





  при   )x(Tx 0G }Ii,0)x(:)G;x(Tx{ i0s  , 

0x  . Тогда  0x  является точкой строгого слабого локального минимума 

функции  0f  на множестве  G .  

        Из доказательства теоремы 5 вытекает, что верно следующее следствие. 

        Следствие 8. Пусть ,XC Gx0  , функция 0f   удовлетворяeт  

))(o,,,,1(
0000
   локально липшицеву условию с постоянной  0L  в точке  

0x , где 0)0(0  , функция if  , 1Ii , удовлетворяют ))(o,,,,1(
iiiii
  и  

))(o,,,,1(
iiii
 -локально липшицевым условиям с постоянной  

i
L  в точке  

0x , где  0)0(i  , 0ii  , IIi 1  , 0)x(f 0i   при n,,1i  , существует 

число  0  такое, что 0)x(
0

   при B)xG(x
0

  (или при 

)B)xC(x 0   , )x(i  положительно однородная степени  i   функция 

при  
1

Ii   и  0)z;x(f 0

}{

0
0

0





  при  }Ii,0)x(:)C;x(Tx{z 1i0s  , 0z  . 

Тогда  0x  является точкой строгого локального минимума функции  0f  на  

G .  
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        Если C  выпуклое множество, то  
0t

t

xC

0
0cl)C;x(T




 .  Поэтому если  

,0)x(i  Ii , при )C;x(Tx 0 , то имеем, что ,0)x(i   Ii , при  

B)xC(x 0     и   

                  }Ii,0)x(:)C;x(Tx{}Ii,0)x(:)C;x(Tx{ i0si0s  . 

        Поэтому из теоремы 5 вытекает следующее следствие. 

Следствие 9. Пусть  XC   выпуклое множество, Gx0  , функция if   

удовлетворяют ))(o,,,,1(
iiiii
  и ))(o,,,,1(

iiii
  локально 

липшицевым условиям с постоянной  iL   в точке  0x , где  0)0(i  , 

0ii  , Ii , 0)x(f 0i    при n,,1i  , ,0)x(i   Ii ,  при 

)C;x(Tx 0 ,  )x(i   положительно однородная степени  i   функция при  

Ii   и  0)z;x(fmax 0

}{

i
Ii

i

i







  при   }Ii,0)x(:)C;x(Tx{z i0s  , 

0z  . Тогда  0x  является точкой строгого слабого локального минимума 

функции  0f  на множестве  G .  

         Рассмотрим минимизации функции )x(f0  на множестве  

}0)x(F,n,,2,1j,0)x(f:Cx{P j   , где ,RX:f
j

 }n,,1,0{Ij  , 

YX:F  , Y  банахово пространство, 
Yy . Положим   

                       }0{}0)x(f:}n,,2,1{i{)x(I 0i0     и   

              


 
n

0j
jj )x(F,y)x(f)y,,x(L , где  ),,,( n10   . 

Теорема 6. Пусть  ,XC Px0  , функции if   и  F  удовлетворяют  

))(o,,,,1(
ii
 , ))(o,,,,1(

iiii
  и ))(o,,,,1(S  , ))(o,,,,1(

1n1n1n 
  

локально липшицевым условиям с постоянной iL  и 1nL   в точке 0x  

соответственно, где 0)0(i  , Ii , 0)0(S  , 
i
   при )x(Ii

0
  и  

1n
 , 

существуют 0,,0,0 n10   , 
Yy , где 0)x(f 0ii   при 

n,,1i  , и число 0  такое, что 

 )x()x( 00 0)x(S,y)x(
n

1i
ii  



   при B)xC(x 0   , )x(i , 

)x(Ii 0 ,  и  )x(S  положительно однородные степени  i  и  1n  функции и 

отображение соответственно, 0)x;y,,x(L 0
}{  

  при  

                 }0)x(S),x(Ii,0)x(:)C;x(Tx{)x(Tx 0i0s0s  , 0x  . 
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 Тогда 0x  является точкой строгого слабого локального минимума функции 

0f  на множестве P .       

Доказательство. Допустим противное. Тогда существует индекс  A0   

такой, что 0x  не является точкой строгого локального минимума функции f  

на множество }0)x(F,n,,2,1j,0)x(f:Cx{P j00
   . Поэтому для 

любого 0k   найдется 0yk  , 
0

Eyk   такое, что ,Cyx
0k0  kky  , 

0)yx(f
k0i
  при n,,1i  , 0)x(F)yx(F 0k0    и  )x(f)yx(f 00k00  . 

Положим  ,yt kk  .
y

y
x

k

k
k   Не умаляя общности можно считать, что 

xxk  , 0x  . Если 0tk  , то имеем, что )C;x(Tx
00s    и  )P;x(Tx

00  .  

       Так как 0)x(f)yx(f
0ik0i
  при }0)x(f:}n,,2,1{j{i

0j
  , 

0)x(f 0ii   при n,,1i  , 0)x(F)yx(F 0k0   и )x(f)yx(f 00k00  , то 

имеем, что  )x(f)yx(f 0k0  , где )y,,x(L)x(f    и 

 )xt()xt()xtx(f)xtx(f)x(f)xt()xtx(f kkkkk0k00kk0       

                

)xt(oy)xt(o)txxxt(xxMt

)xt()xt()xtx(f))xtxt(xtx(f

kki

n

0i
ikkkkk

kkkk0kkkk0
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


                               

при }5,0;min{xty kkk  , где j

n

1j
j1n00 LLyLM 




  . Отсюда 

вытекает, что 
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



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

k

0kk0
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Поэтому  0)x;x(f 0

}{




 . 

      Так как  
 xtL)x(f)xt()xtx(f ki0ikik0i   при kt , то имеем, что 

 xtL)x(f)xt()xtx(f ki0ikik0i   при  )x(Ii 0 . Тогда получим, что 


 xtL)xtx(f)xtx(fxtL)x(f)xtx(f)xt( kikk0ik0iki0ik0iki  

   





xtL)xt(o)txxxt(xxtL kikikkkkki
iiiiii
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при }5,0;min{xty kkk   и )x(Ii 0 . По условию )x(i  положительно 

однородная функция степени i , то отсюда получим, что 0)x(i   при 

)x(Ii 0 .  

      Так как  


 xtL)x(F)xt(S)xtx(F k1n0kk0  при kt  , то имеем, 

что 
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
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



 

при }5,0;min{xty kkk  . По условию )x(S  положительно однородное 

отображение степени 1n , то отсюда получим, что 0)x(S  . Тогда получим, 

что  )x(Tx 0s   и  0)x;x(f 0

}{




 , где  0x  . Получим противоречие. 

Теорема доказана. 

      В теореме 6 условию-функция if   и  F  удовлетворяют ))(o,,,,1(
ii
  

и  ))(o,,,,1(S   локально липшицевым условиям с постоянной  
iL  и  

1nL   в точке 0x  соответственно, можно заменить условием: функция if  и F  

удовлетворяют ))(o,,,,1(
iii
  и ))(o,,,,1(S

1n



 локально 

липшицевым условиям с постоянной  
iL  и 1nL    в точке  0x   соответственно. 

      Из доказательства теоремы 6 вытекает, что верно следующее следствие. 

Следствие 10. Пусть ,XC Px0  , функция if  и F  удовлетворяют 

))(o,,,,1(
ii
   и ))(o,,,,1(S   локально липшицевым условиям с 

постоянными iL  и 1nL   в точке 0x  соответственно, где 0)0(i  , Ii , 

0)0(S  , существуют ,0
0
  0,,0 n1   , Yy , где 0)x(f 0ii   при 

n,,1i   и число 0  такое, что  

                            )x()x( 00 0)x(S,y)x(
n

1i
ii  



   

при B)xP(x 0   , 0)x;y,,x(L 0
}{  

  при )P;x(Tx 0s , 0x  . Тогда 0x  

является точкой строгого слабого локального минимума функции  0f   на 

множестве  P .       

        Из доказательства теоремы 6 вытекает следующее следствие. 

Следствие 11. Пусть ,XC Px0  , функции if   и   F   удовлетворяют 

))(o,,,,1(
ii
 ,  ))(o,,,,1(

iii
  и  ))(o,,,,1(S  , 
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))(o,,,,1(
1n1n1n 

  локально липшицевым условиям с постоянными iL  и  

1nL 
 в точке  0x , где 0)0(i  , 0)0(S  , 

i
 , при  )x(Ii

0
   и  

1n
 , 

)x(i , )x(Ii 0 ,  и  )x(S  положительно однородные функции и 

отображение степени 
i
  соответственно и 

                         i,0)x(:)C;x(T{)x(T i0s0P }0{}0)x(S),x(I 0  .  

Тогда  0x  является точкой строгого слабого локального минимума функции 

0f  на множестве P .  

       Пусть  



n

1i
ii00 )x()x()x( 0)x(S,y    при  )C;x(Tx 0s .  

Если  0)x(f 0ii    при  }n,,1{Ji  , то имеем, что             

                



n

1i
ii00

)x()x()x( 0)x(S,y    при  )x(Tx 0P                  

                    }0)x(S),x(Ii,0)x(:)C;x(Tx{ 0i0s  . 

Тогда  получим, что 0)x(S,y)x()x(
n

1i
ii00  



  при  )x(Tx 0P . 

Поэтому 0)x(00  , 0)x(ii    при  }0)x(f:Ji{)x(Ji
0i0
 , 

)x(Tx 0P .  

Следствие 12. Пусть  XC  выпуклое множество, Px0  , функции if   и   

F   удовлет-воряют ))(o,,,,1(
ii
 , ))(o,,,,1(

iiii
  и  ))(o,,,,1(S  , 

))(o,,,,1(
1n1n1n 

  локально липшицевым условиям с постоянными  iL  и 

1nL 
 в точке  0x , где  0)0(i  , Ii , 0)0(S  ,

i
  при )x(Ii

0
  и  1n ,  

существуют 0,,0,0 n10   ,
Yy , где  0)x(f 0ii   при  n,,1i  ,  

и  



n

1i
ii00 )x()x()x( 0)x(S,y    при  )C;x(Tx 0 ,  )x(i , 

)x(Ii 0 ,  и  )x(S  положительно однородные функции и отображение 

степени  
i
   и  

1n
   соответственно, 0)x;y,,x(L 0

}{  
   при  

}0)x(S),x(Jiпри0)x(,0)x(:)C;x(Tx{x 0iii0s  ,  0x  . Тогда  

0x   является точкой строгого слабого локального минимума функции  0f   на 

множестве P .   

        Положим    ),,,( n10   , }n,,2,1,0{I  , }1n,n,,2,1,0{I1    

      


 
n

0j
jj )x(F,y)x(f)y,,x(L ,    






 

n

0j
jj)y,(

)x(S,y)x()x( ,        
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}.)(0)(,

,,0,1:),{(),(
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0

1

BxCxприxk

yIiYRykE

y

n

i

ii
n
















 
 

Теорема 7. Пусть  ,XC Px0  , функции if   и  F   удовлетворяют  

))(o,,,,1(
ii
 , ))(o,,,,1(

iiii
  и ))(o,,,,1(S  , ))(o,,,,1(

1n1n1n 
  

локально липшицевым условиям с пос-тоянной  iL   и  1nL    в точке  0x   

соответственно, где  0)0(i  , Ii , 0)0(S  ,
i
   при  1Ii , 0)x(f 0i    

при  n,,1i    и  существуют числа  0   и  0k    такие, что  ),k(E , 

)x(i , Ii ,  и  )x(S  положительно однородные функции и отображение 

степени  i   и  1n   соответственно, 0)x;y,,x(Lsup 0

}{

),k(E)y,(
)y,(

 






 при   

             }0)x(S,Ii,0)x(:)C;x(Tx{)x(Tx i0S0P  ,  0x  .  

Тогда  0x  является точкой строгого слабого локального минимума функции  

0f  на множестве P .  

Доказательство. Допустим противное. Тогда существует индекс  A0   

такой, что  0x  не является точкой строгого локального минимума функции  

0
f   на множество  0)x(F,n,,2,1j,0)x(f:CxP j00

   . Поэтому для 

любого 0k   найдется 0yk    такое, что  ,Cyx
0k0 

kk
y  , 

0)x(f)yx(f 0ik0i   при n,,1i  , 0)x(F)yx(F 0k0   и 

)x(f)yx(f 00k00  . Положим  ,yt kk   .
y

y
x

k

k
k   Не умаляя общности 

можно считать, что xxk  , 0x  . Если 0t
k
 , то имеем, что  )C;x(Tx

00    

и   )P;x(Tx
00S  .  

      Так как )x(f)yx(f 0ik0i   при n,,1i  , 0)x(F)yx(F 0k0   и 

)x(f)yx(f 00k00  , то имеем, что )y,,x(L)y,,yx(L 0k0
   при  

),k(E)y,(   . Положив  )y,,x(L)x(f
)y,(




 , где  ),k(E)y,(   , имеем, 

что  
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при }5,0;min{xty kkk  , где 


 
n

1j
j1n0 LkLLM . Отсюда вытекает, 

что 












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

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k
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k
0

t

)y,,x(L)xt()y,,xtx(L
lim)x;y,,x(L
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)xxx(xxM(lim
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




 

Поэтому 0)x;y,,x(L 0

}{

)y,(

 






 при ),k(E)y,(   . Тогда имеем, 

что 0)x;y,,x(Lsup 0
}{

),k(E)y,( )y,(

 





. 

       Так как  
 xtL)x(f)xt()xtx(f ki0ikik0i   при  kt , то имеем, 

что 
 xtL)x(f)xt()xtx(f ki0ikik0i   при  Ii . Тогда получим, что 


 xtL)xtx(f)xtx(fxtL)x(f)xtx(f)xt( kikk0ik0iki0ik0iki  

      



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xtL)xt(o)txxxt(xxtL kikikkkkki
iiiiii

iiiiii  

при }5,0;min{xty kkk   и Ii . По условию )x(i  положительно 

однородная функция степени i , то отсюда получим, что 0)x(i   при  

Ii .  

      Так как  



 xtL)x(F)xt(S)xtx(F

k1n0kk0
 при  kt ,  то имеем, что 
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при }5,0;min{xty kkk  . По условию )x(S  положительно однородное 

отображение степени 1n , то отсюда имеем, что 0)x(S  . Тогда получим, 

что )x(Tx 0P  и 0)x;y,,x(Lsup 0
}{

),k(E)y,( )y,(

 





. 

Получим противоречие. Теорема доказана. 

       Положим 

                  

})(0)(,

,,0,1:),{(),(

0),(

0

1
0

BxPxприxky

IiYRykE

y

n

i

ii
n
















 
, 

где  0)x(F,n,,2,1j,0)x(f:CxP j   . 

       Из доказательства теоремы 7 вытекает следующее следствие. 

Следствие 13. Пусть ,XC  Px0  , функции if   и  F   удовлетворяют 

))(o,,,,1(
ii
  и ))(o,,,,1(S   локально липшицевым условиям с 

постоянной iL  и 1nL   в точке  0x   соответ-ственно, где  0)0(i  , Ii , 

0)0(S  ,   0)x(f 0i    при  n,,1i  ,  и  существуют числа  0   и  0k    

такие, что ),k(E0   и 0)x;y,,x(Lsup 0
}{

),k(E)y,(
)y,(

0

 






  при  )P;x(Tx 0S , 

0x  . Тогда  0x  является точкой строгого слабого локального минимума 

функции  0f  на множестве P .  

       Используя из леммы 2 [5] по теореме 7 имеем, что справедливо 

следующее следствие. 

Следствие 14. Пусть ,XC  Px0  , производная )z(fi
  в смысле Фреше 

существует при B2xz
0

  и найдется 0Li   такое, что 

 uL)(f)u(f iii  при B2x,u
0

 , функция if   удовлетворяют 

))1(o,,,1,1(
i

  локально липшицевым условиям с постоянной iL  в точке  0x , 

где Ii , и  производная )z(F  в смысле Фреше существует при B2xz
0

  

и найдется 0L 1n   такое, что 
 uL)(F)u(F 1n  при B2x,u 0  , 

F  удовлетворяют ))1(o,,,1,1(   локально липшицевым условиям с 

постоянной  1nL    в точке  0x , 0)x(f 0i   при n,,1i  , и существуют числа  

0  и  0k   такие, что ),k(E , где x),x(f)x( 0ii
 , Ii , 

x),x(F)x(S 0
 , и 0)x;y,,x(Lsup 0

}2{

),k(E)y,(
)y,(

 






 при  

             }0)x(S,Ii,0)x(:)C;x(Tx{)x(Tx i0s0P  , 0x  . 
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 Тогда  
0x   является точкой строгого слабого локального минимума функции  

0f  на множестве  P .    

      Отметим, что результаты настоящей статьи анонсированы в работе  [4]  

автора.  
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                                                             XÜLASƏ 

 
       İşdə nöqtədə ),,,(    local Lipşits funksiyalar sinfindən istifadə olunaraq 

Banax fəzasında məhdudiyyətli ekstremal məsələnin munimumu üçün yüksək tərtibli kafi 

şərt alınmışdır.   

      Açar sözlər: konus, kafi şərt, lokal Lipşis funksiya, lokal minimum, Banax fəzası.  

  

 

Sufficient conditions for a local minima 

 

M.A.  Sadygov 

 

ABSTRACT 

 
      In work using the class of point local Lipschitz functions  ),,,(   -  high order 

sufficient conditions are derived for the minimum of the extremal problem with  constraints 

in the Banach space.  

      Keywords: cones, sufficient conditions, local Lipschitz functions, local minimum, 

Banach space. 

 

                                

 

 

 


