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Резюме. В работе рассмотрены задачи минимума для экстремальных задач 
трехмерных дифференциальных  включений. Экстремальные задачи для 
многомерных дифференциальных  включений изучены автором в работах [1-5] и 
получены необходимые условия первого и второго порядков. В [5] и [7]  
рассмотрены задачи минимума для экстремальных задач трехмерных 
дифференциальных включений.  Здесь изучаются вариационные задачи, к которым 
приводится экстремальные задачи для трехмерных дифференциальных включений.  
Далее рассматриваются  выпуклые экстремальные задачи для трехмерных 
дифференциальных включений, получены необходимые и достаточные условия 
экстремума первого порядка.  
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1. О минимизации трехмерных вариационных задач 
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В дальнейшем равенства и включения, cвязанные с измеримыми 
функциями или отображениями понимается, как  почти всюду.  
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является банаховым пространством и любой линейный непрерывный 
функционал  на    можно представить в виде  ),,(* wuV υ p

z
p

y
p

x VVV ××

,)),,(|),,((

)),,(|),,((),,(

0 0 0

*
2

0 0 0

*
1

*

dxdydzzyxUzyxU

dxdydzzyxUzyxUwuV

a b c

a b c

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∇+

+=υ

 

где , , , . 

Функционал  в дальнейшем обозначается символом  . 

)(, 1*
2

*
1 DLuu k

q∈ )(, 2*
2

*
1 DLk

q∈υυ )(, 3*
2

*
1 DLww k

q∈ qppq +=
*V ),,,,,( *

2
*
2

*
2

*
1

*
1

*
1 wuwu υυ

Положив 
                                       )},,(),,({sup)( *

),,(

** wuJwuVVJ p
VVVwvu

p
p

z
p

y
p

x

υυ −=
××∈

определим сопряженный функционал на  . *** )()()( p
z

p
y

p
x VVV ××

Лемма 1. Если ,  ,  ,  

, , , 
то неравенство  

)(, 1*
2

*
1 DLuu k

q∈ )(, 2*
2

*
1 DLk

q∈υυ )(, 3*
2

*
1 DLww k

q∈

]),0[],0([, 1*
4

*
3 cbLuu k

q ×∈ ]),0[],0([, 2*
4

*
3 caLk

q ×∈υυ ]),0[],0([, 3*
4

*
3 baLww k

q ×∈

+∞<++

+++

+++

+∇+

+

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
××∈

}))),(|),,(()),(|)0,,(((

))),(|),,(()),(|),0,(((

))),(|),,(()),(|),,0(((

)),,(|),,((

)),,(|),,(({sup

*
4

0 0

*
3

*
4

0 0

*
3

*
4

0 0

*
3

0 0 0

*
2

0 0 0

*
1

),,(

dxdyyxwcyxwyxwyxw

dxdzzxzbxzxzx

dydzzyuzyauzyuzyu

dxdydzzyxUzyxU

dxdydzzyxUzyxU

a b

a c

b c

a b c

a b c

VVVwvu p
z

p
y

p
x

υυυυ

               (2) 

верно тогда и только тогда, когда , , 

; , , 

; , , 

. 

),,(),,( *
1

*
2 zyxuzyxu x = ),(),,0( *

3
*
2 zyuzyu =

),(),,( *
4

*
2 zyuzyau −= ),,(),,( *

1
*
2 zyxzyxy υυ = ),(),0,( *

3
*
2 zxzx υυ =

),(),,( *
4

*
2 zxzbx υυ −= ),,(),,( *

1
*
2 zyxwzyxw z = ),()0,,( *

3
*
2 yxwyxw =

),(),,( *
4

*
2 yxwcyxw −=
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=−

−−

−−

−−

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

})),(),,(,,(

)),(),,(,,(

)),(),,(,,(

)),,(),,,(,,,(

0 0
433

0 0
432

0 0
431

0 0
2

0
1

a b

a c

b c

a b c

dxdyyxwyxwyx

dxdzzxzxzx

dydzzyuzyuzy

dxdydzzyxUzyxUzyxf

ϕ

υυϕ

ϕ
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    +−∇−= ∫ ∫ ∫ dxdydzzyxUzyxUzyxUzyxUzyxf
a b c

)),,(),,(),,,(),,(,,,(
0 0 0

*
2

*
2

*
2

*
1

*  

      

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

−+

+−+

+−+

a b

a c

b c

dxdycyxwyxwyx

dxdzzbxzxzx

dydzzyauzyuzy

0 0

*
2

*
2

*
3

0 0

*
2

*
2

*
2

0 0

*
2

*
2

*
1

.)),,(),0,,(,,(

)),,(),,0,(,,(

)),,(),,,0(,,(

ϕ

υυϕ

ϕ

 

Если , то лемма доказана. Так как   

,  где , то легко получим, что в 

случае  лемма также верна. Лемма доказана. 

+∞<)( ** VJ p

)()()()( *
2

*
2

*
1

*
1

**
21 VJVJVJJ +≤+ *

2
*

1
* VVV +=

+∞=)( ** VJ p

Следствие 1. Если выполнены условия леммы 2, то  ),,(* wuJV υ∂∈  имеет 

место тогда и только тогда, когда существуют )(),,( 321 DLwu kkk
q

++∗∗∗ ∈υ , где  
1* k

qx Lu ∈ , 2* k
qy L∈υ , 3* k

qz Lw ∈  такие,  
что 

1) 
−−

−−

),,(),,,(),,(),,,(

),,(),,,(),,((
*
2

**
1

*

*
1

**
1

zyxuzyxwzyxwzyx

zyxzyxuzyxu

zy

x

υ

υ
 

     ∈−−− ∗∗∗ )),,(),,(),,,(),,(),,,( *
2

*
2 zyxwzyxwzyxzyxzyxu υυ  

       )),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(,,,( zyxwzyxzyxuzyxwzyxzyxuzyxf zyx υυ∂∈    

)).,,(),0,,(,,()),,(),0,,(()4

)),,,(),,0,(,,()),,(),,0,(()3

)),,,(),,,0(,,()),,(),,,0(()2

3

2

1

cyxwyxwyxcyxwyxw

zbxzxzxzbxzx

zyauzyuzyzyauzyu

ϕ

υυϕυυ

ϕ

∂∈−

∂∈−

∂∈−

∗∗

∗∗

∗∗

  

Доказательство. По предложению 1.5.1[8] ),,(* wuJV υ∂∈  в том и только 
том случае, когда ).,,()(),,( *** wuVVJwuJ υυ =+  Тогда из леммы 2 и из 
неравенства Фенхеля вытекает справедливость следствия. 
Теорема 1.  Пусть 21, ϕϕ  , f  и 3ϕ  выпуклые нормальные интегранты. Для 

того, чтобы ∈),,( wu υ p
z

p
y

p
x VVV ××  являлась точкой минимума функционала 

w),,( υuJ p  на пространстве  достаточно, а если существуют 
функции   

p
z

p
y

p
x VVV ××

p
z

p
y

p
x VVVwu ××∈),,( 000 υ , ),()( 1 DL∈⋅α  ]),,0[],0([)( 11 cbL ×∈⋅β  
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 ]),,0[],0([)( 12 caL ×∈⋅β  ]),0[],0([)( 13 baL ×∈⋅β  и число  такие, что  0≥c

),,,(),,( ϑϑα zyxfczyx p
≤−− , ),,(),( 11 ξϕξβ zyczy p ≤−− , 

),,(),( 22 ωϕωβ zxczx p
≤−− , ),,,(),( 33 γϕγβ yxcyx p ≤−−  

p
zyx czyxzyxwzyxzyxuzyxf ναυν +≤ ),,())),,(),,,(),,,(,,,,( 000 ,   

puczyuzyauzyuzy +≤+ ),()),,(),,,0(,,( 1001 βϕ , 
pczxzbxzxzx υβυυυϕ +≤+ ),()),,(),,0,(,,( 2002 ,  

,),()),,(),0,,(,,( 3003
pwcyxwсyxwyxwyx +≤+ βϕ  то и необходимо, чтобы 

нашлись функции,  
)(),,( 321 DLwu kkk

q
++∗∗∗ ∈υ , где 1* k

qx Lu ∈ , 2* k
qy L∈υ , 3* k

qz Lw ∈  такие, что 

 1) ),,,(),,,(),,,(( *** zyxwzyxzyxu zyx υ ∈)),,(),,,(),,,( *** zyxwzyxzyxu υ  
        )),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(,,,( zyxwzyxzyxuzyxwzyxzyxuzyxf zyx υυ∂∈   

)).,,(),0,,(,,())),,(),0,,(()4
)),,,(),,0,(,,())),,(),,0,(()3

)),,,(),,,0(,,())),,(),,,0(()2

3
**

2
**

1
**

cyxwyxwyxcyxwyxw
zbxzxzxzbxzx

zyauzyuzyzyauzyu

ϕ
υυϕυυ

ϕ

∂∈−

∂∈−

∂∈−

 

Доказательство. Необходимость. Так как )w,,( υu  являлась точкой 

минимума функционала w),,( υuJ p  на пространстве , то p
z

p
y

p
x VVV ××

),,(0* wuJV υ∂∈= . Из равенства   вытекает, 
что 

0),,,,,( *
2

*
2

*
2

*
1

*
1

*
1

* == wuwuV υυ

   ++ ∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫ dxdydzzyxuzyxudxdydzzyxuzyxu
a b c

x

a b c

0 0 0

*
2

0 0 0

*
1 )),,(|),,(()),,(|),,((

              

 +++ ∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫ dxdydzzyxzyxdxdydzzyxzyx
a b c

y

a b c

0 0 0

*
2

0 0 0

*
1 )),,(|),,(()),,(|),,(( υυυυ

             

. 0)),,(|),,(()),,(|),,((
0 0 0

*
2

0 0 0

*
1 =++ ∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫ dxdydzzyxwzyxwdxdydzzyxwzyxw

a b c

z

a b c

По лемме 1 отсюда имеем, что   
),,(),,( *

1
*
2 zyxuzyxu x = ,  ;  =),,0(*

2 zyu 0),,(*
2 =zyau

 
),,(),,( *

1
*
2 zyxzyxy υυ = , ; , 

.   

=),0,(*
2 zxυ 0),,(*

2 =zbxυ ),,(),,( *
1

*
2 zyxwzyxw z =

=)0,,(*
2 yxw 0),,(*

2 =cyxw
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Тогда по следствию 1 существуют  ∈),,( *
2

*
2

*
2 wu υ )(321 DL kkk

q
++ , где  1*

2
k
qx Lu ∈ , 

2*
2

k
qy L∈υ , 3*

2
k
qz Lw ∈    такие, что 

1) 
),,,(),,(),,,(

),,(),,,(),,((
*
2

*
2

*
2

*
2

*
2

*
2

zyxwzyxwzyx

zyxzyxuzyxu

zzy

yxx

−

−−

υ

υ
 

      ∈−−− )),,(),,(),,,(),,(),,,(),,( *
2

*
2

*
2

*
2

*
2

*
2 zyxwzyxwzyxzyxzyxuzyxu υυ  

        )),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(,,,( zyxwzyxzyxuzyxwzyxzyxuzyxf zyx υυ∂∈  

)).,,(),0,,(,,()),,(),0,,(()4

)),,,(),,0,(,,()),,(),,0,(()3

)),,,(),,,0(,,()),,(),,,0(()2

3
*
2

*
2

2
*

2
*

2

1
*
2

*
2

cyxwyxwyxcyxwyxw

zbxzxzxzbxzx

zyauzyuzyzyauzyu

ϕ

υυϕυυ

ϕ

∂∈−

∂∈−

∂∈−

 

Заменив  ),,,(),,(),,(),,,(),,(),,( *
2

*
2

**
2

*
2

* zyxzyxzyxzyxuzyxuzyxu υυυ −=−=  

),,(),,(),,( *
2

*
2

* zyxwzyxwzyxw −=   получим, что 

1) ),,,(),,,(),,,(( *** zyxwzyxzyxu zyx υ ∈)),,(),,,(),,,( *** zyxwzyxzyxu υ  
   )),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(,,,( zyxwzyxzyxuzyxwzyxzyxuzyxf zyx υυ∂∈  

)),,,(),,0,(,,()),,(),,0,(()3

)),,,(),,,0(,,()),,(),,,0(()2

2
**

1
**

zbxzxzxzbxzx

zyauzyuzyzyauzyu

υυϕυυ

ϕ

∂∈−

∂∈−
    

)).,,(),0,,(,,()),,(),0,,(()4 3
** cyxwyxwyxcyxwyxw ϕ∂∈−  

Необходимость доказана. Достаточность теоремы проверяется 
непосредственно. Теорема доказана 
 
2. Об экстремальной задаче для выпуклыx трехмерных 
дифференциальных включений 

Пусть  nR   мерное евклидово пространство. Через обозначим 
совокупность всех подмножеств пространства 

n
nR2

nR . Совокупность всех не 
пустых компактных (выпуклых  компактных) подмножеств пространства nR  
обозначим через ( ) . Пусть   

 где   натуральные числа,  
измеримы;   и  не пусты при 

nRcomp nRconv ,]1,0[: 3213 ikkkk
i RcompRa →× ++

,3,2,1=i 321 ,, kkk ,3,2,1,2]1,0[: 2 =→ iM ikR
i

),(),,( 21 zxMzyM ),(3 yxM ∈zyx ,, ]1,0[  .  
 Если , то положим   nRcompCA ∈,

                      , 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

∈∈ AyCx
x CydAxdCA ),(sup,),(supmax),(ρ

где { }AyyxAxd ∈−= :inf),( . 
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Функция   ,  удовлетворяющая включениям p
z

p
y

p
x VVVwu ××∈),,( υ

                                            (1) 
)),,,(),,,(),,,(,,,(),,(
)),,,(),,,(),,,(,,,(),,(
)),,,(),,,(),,,(,,,(),,(

3

2

1

zyxwzyxzyxuzyxazyxw
zyxwzyxzyxuzyxazyx
zyxwzyxzyxuzyxazyxu

z

y

x

υ

υυ
υ

∈

∈
∈

       ),()0,,(,),(),0,(,),(),,0( 321 yxMyxwzxMzxzyMzyu ∈∈∈ υ  
при ],1,0[,, ∈zyx  называется решением включения (1).   
Теорема 1 [6]. Пусть отображения ),,,(),,( ωzyxazyx i→  измеримы, 

),,,( ωzyxai не пусты и компактны при всех  и         3213]1,0[),,,( kkkRzyx ++×∈ω

                             ωωωωρ −≤ 11 )),,,(),,,,(( Mzyxazyxa iix                                

при  Тогда, если для .3,2,1,, 321
1 =∈ ++ iR kkkωω p

z
p

y
p

x VVVwu ××∈),,( υ  
выполняются неравенства  
             ),,,())),,(),,,(),,,(,,,(),,,(( 11 zyxzyxwzyxzyxuzyxazyxud x ρυ ≤  
             ),,,())),,(),,,(),,,(,,,(),,,(( 22 zyxzyxwzyxzyxuzyxazyxd y ρυυ ≤           

   ),,,())),,(),,,(),,,(,,,(),,,(( 33 zyxzyxwzyxzyxuzyxazyxwd z ρυ ≤  
   ),,()),(),,,0(( 11 zyzyzyud ξϕ ≤ ),,()),(),,0,(( 22 zxzxzxd ξϕυ ≤  
    ),,()),(),0,,(( 33 yxyxyxwd ξϕ ≤                                                 

где  функции ,]1,0[)(),(),(,3,2,1]1,0[)( 2
321

3
ppi LiприL ∈⋅⋅⋅=∈⋅ ξξξρ 21,ϕϕ   и  

3ϕ  измеримы, то существует такое решение    задачи  p
z

p
y

p
x VVVwu ××∈),,( υ

         

),,()0,,()),,,(),,,(),,,(,,,(),,(

),,(),0,()),,,(),,,(),,,(,,,(),,(
),,(),,0()),,,(),,,(),,,(,,,(),,(

33

22

11

yxyxwzyxwzyxzyxuzyxazyxw

zxzxzyxwzyxzyxuzyxazyx
zyzyuzyxwzyxzyxuzyxazyxu

z

y

x

ϕυ

ϕυυυ
ϕυ

=∈

=∈
=∈

что 

        ∫∫ ++++≤−
1

0
21

1

0
11 ),(),(),,(),(),,(),,( dtztMezyedtxytzyzyxuzyxu MyMx ηηρξ  

          ∫∫∫ ++++ ++
1

0
1

1

0

)(2
1

)(2
1

0
3 ),(

2
1),(

2
1),( ννηηη dyMedszsMedtytMe zxMyxMMz  

,25,3),(),(
1

0

)(22)(5,32
3

1

0

)(2
2
1

2
)(2

2
1 ∫∫

+++++ ++++ zyMzyxMzxMyxM edMedMdtytMedtztMe ηη    

          

∫∫ ++++≤−
1

0
12

1

0
22 ),(),(),,(),(),,(),,( dszsMezxedszsxzxzyxzyx MxMy ηηρξυυ
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,2

5,3),(
2
1),(

2
1

),(
2
1),(

2
1),(

)(22

)(5,32
1

0
3

)(2
1

0
2

)(2

1

0
2

1

0

)(2
1

1

0

)(2
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zxM

zyxMzyMzyM

yxMyxMMz

edM

edMdssxMedxMe

dtztMedszsMedssxMe

+
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+

+++++

++++

∫∫

∫∫∫

ηννη

ηηη

 

∫∫ ++++≤−
1

0
13

1

0
33 ),(),(),,(),(),,(),,( dssyMeyxedyxyxzyxwzyxw MxMz ηηννρξ  

         ∫∫∫ ++++ ++
1

0
2

1

0

)(2
1

1

0

)(2
2 ),(

2
1),(

2
1),( ννηϑϑηη dxMedyMedssxMe zyMzxMMy  
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),(
2
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2
1

)(22)(5,32

1

0
3

1

0

)(2
3

)(2

yxMzyxM

zyMzxM
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+++ ∫∫ ηη
               

),,,(),,(),,(),,(

),,,(),,(),,(),,(

),,,(),,(),,(),,(
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2

1

zyxDzyxzyxwzyxw

zyxDzyxzyxzyx

zyxDzyxzyxuzyxu
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+≤−

+≤−

+≤−

ρ

ρυυ

ρ

 

где      ∫+=
1

0
111 ,),,(),(),( dtzytzyzy ρξη ∫+=

1

0
222 ,),,(),(),( dszsxzxzx ρξη

∫+=
1

0
333 ,),,(),(),( ννρξη dyxyxyx ∫ ∫∫ ∫ ==

1

0

1

0
22

1

0

1

0
11 ,),(,),( ννηννη dtdtddsdsd

∫ ∫=
1

0

1

0
33 ,),( dtdsstd η

++++= ∫+
1

0
1

)(22
321 ),(),(),(),(),,( dszseMyxMezxMezyMezyxD yxMMzMyMx ηηηη

  

   ++++ ∫∫∫ +++
1

0
2

)(22
1

0
2

)(22
1

0
1

)(22 ),(),(),( ννηηννη dxeMdtzteMdyeM zyMyxMzxM

}.,,max{

,25,12),(),(

321

)(5,33
1

0
3

)(22
1

0
3

)(22

dddd

edMdssxeMdtyteM zyxMzyMzxM

=

+++ ++++ ∫∫ ηη
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 Обозначим  

, { }0)0,,(,0),0,(,0),,0(:),,( ===××∈=

=××

yxwzxzyuVVVwu

VVV
p

z
p

y
p

x

p
z

p
y

p
x

υυ

&&&

p
z

p
y

p
x

p VVVV &&&& ××=    и    .p
z

p
y

p
x

p VVVV ××=

        Если  и  ,  то легко проверяется, 

что (см.[3], c.90) 

pVwu ∈),,( υ
⎩
⎨
⎧

∉
∈−

=
Npеcлиp
Npеcлиp

p
,

,,1~

      ),)()((3),,1(
1~1

1

0

1

0
pxp

p
p

pp uudydzzyu ⋅+⋅≤⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

∫ ∫       

      ),)()((3),1,(
1~1

1

0

1

0 pyp
p

p
pp dxdzzx ⋅+⋅≤⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+

∫ ∫ υυυ  

      ).)()((3)1,,(
1~1

1

0

1

0 pzp
p

p
pp wwdxdzyxw ⋅+⋅≤⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+

∫ ∫  

Пусть  ,]1,0[: )(23 321 RRf kkk →× ++   ,]1,0[: 122
1 RR k →×ϕ   ,]1,0[: 222

2 RR k →×ϕ   
RR k →× 322

3 ]1,0[:ϕ  выпуклые нормальные интегранты, где 
натуральные числа;  

 

 измеримы;   и   не 
пустые замкнутые выпуклые множества при всех  

,,, 321 kkk ),(]1,0[: 13213
1

kkkk RconvRa →× ++

),(]1,0[: 23213
2

kkkk RconvRa →× ++ ),(]1,0[: 33213
3

kkkk RconvRa →× ++

,3,2,1,2]1,0[: 2 =→ iM ikR
i ),(),,( 21 zxMzyM ),(3 yxM

].1,0[,, ∈zyx   
          Далее предполагаем, что  и  выпуклые замкнутые 
множества. 

21, agragr 3agr

          Если , то обозначим  p
z

p
y

p
x VVVwu ××∈),,( υ

                  )),,(),,,(),,,((),,( zyxwzyxzyxuzyxU υ= ,  
                  )),,(),,,(),,,((),,( zyxwzyxzyxuzyxU zyx υ=∇ .  
Тогда включение (1) можно написать в виде 

))),,,(,,,()),,,(,,,()),,,(,,,((),,( 321 zyxUzyxazyxUzyxazyxUzyxazyxU ∈∇       
)),(,),(,),(())0,,(),,0,(),,,0(( 321 yxMzxMzyMyxwzxzyu ∈υ при  ].1,0[,, ∈zyx

Рассмотрим минимизации функционала 
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∫ ∫∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

++
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+∇=

1

0

1

0
3

1

0

1

0
2

1

0

1

0
1

1

0

1

0

1

0

))1,,(),0,,(,,()),1,(),,0,(,,(

)),,1(),,,0(,,(

)),,(),,,(,,,(),,(

dxdyyxwyxwyxdxdzzxzxzx

dydzzyuzyuzy

dxdydzzyxUzyxUzyxfwuJ p

ϕυυϕ

ϕ

υ

        (2) 

среди всех решений задачи (1). Требуется найти необходимые и достаточные 
условия оптимальности решения задачи (1), (2). 

Будем говорить, что решение ∈)w,,( υu p
z

p
y

p
x VVV ××   задачи (1) 

являлась точкой минимума функционала w),,( υuJ p  среди всех решений 

задачи (1), если +∞<)w,,( υuJ p  и справедливо неравенство 

)w,,(w),,( υυ uJuJ pp ≥  при всех решений  w),,( υu  задачи (1).   
 Положим  

⎩
⎨
⎧

∉∞+
∈

=Ω
),,,,,,(:
),,,,,,(:0

),,,,,,(
1

1
1 wuzyxap

wuzyxap
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υ
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⎧
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2
2 wuzyxaq

wuzyxaq
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υ
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⎧

∉∞+
∈

=Ω
),,,,,,(:
),,,,,,(:0

),,,,,,(
3

3
3 wuzyxag

wuzyxag
gwuzyx

υ
υ

υ   

 
⎩
⎨
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1

1
1 zyMu

zyMu
uzyω

⎩
⎨
⎧

∉∞+
∈

=
),,(:
),,(:0

),,(
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2
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υ
υ
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⎩
⎨
⎧

∉∞+
∈

=
).,(:
),,(:0

),,(
3

3
3 yxMw

yxMw
wyxω

Ясно, что поставленная задача эквивалентна следующeй задаче 

{

} +Ω+Ω+

+Ω+= ∫ ∫ ∫
dxdydzzyxwzyxUzyxzyxzyxUzyx

zyxuzyxUzyxwuJwuI

zy

xpp

)),,(),,,(,,,()),,(),,,(,,,(

)),,(),,,(,,,(),,(),,(

32

1

0

1

0

1

0
1

υ

υυ

           ∫ ∫∫ ∫ +++
1

0

1

0
2

1

0

1

0
1 )),0,(,,()),,0(,,( dxdzzxzxdydzzyuzy υωω
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∫ ∫ ××∈→+
1

0

1

0
3 .),,(inf,))0,,(,,( p

z
p

y
p

x VVVwudxdyyxwyx υω             (3) 

 Рассмотрим функционал 

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫ ∫

+++

+∇+∇=

1

0

1

0
2

1

0

1

0
1

1

0

1

0

1

0

)),1,(),,0,(,,()),,1(),,,0(,,(

)),,(~),,(),,,(,,,()~,~,~,,,(

dxdzzxzxzxdydzzyuzyuzy

dxdydzzyxUzyxUzyxUzyxfwuwuФp

υυϕϕ

υυ

              ∫ ∫+
1

0

1

0
3 ,))1,,(),0,,(,,( dxdyyxwyxwyxϕ  

где  pVzyxwzyxzyxuzyxU &∈= )),,(~),,,(~),,,(~(),,(~ υ ,  
 )),,(),,,(),,,((),,( 1111 zyxwzyxzyxuzyxU υ=  

)),,,(),,,(,,,()),,(),,,(,,,(
)),,(),,,(,,,(

)),,(),,,(,,,()),,(),,,(,,,(

1312

11

11

zyxwzyxUzyxzyxzyxUzyx
zyxuzyxUzyx

zyxUzyxUzyxfzyxUzyxUzyxf

Ω+Ω+
+Ω+

+=

υ
  

),,,(),,,(),,,( 11111 uzyuuzyuuzy ωϕϕ +=  ),,,(),,,(),,,( 21212 υωυυϕυυϕ zxzxzx +=  
   ),,(),,,(),,,( 31313 wyxwwyxwwyx ωϕϕ += . 

        Положим . Покажем, что при некоторых 

условиях  субдифференцируема в нуле, т.е. задача  
стабильна (см.[8]). 

}:)~,(inf{)~( p
p VUUUФUh ∈=

h }:)(inf{ p
p VUUI ∈

          Если  kRM ⊂ , то обозначим  }:sup{ MzzM ∈= .  

Теорема 2. Пусть     ,]1,0[: )(23 321 RRf kkk →× ++ ,]1,0[: 122
1 RR k →×ϕ  

,]1,0[: 222
2 RR k →×ϕ  RR k →× 322

3 ]1,0[:ϕ   выпуклые нормальные интегранты, 
где  натуральные числа;   и  ,,, 321 kkk )(]1,0[: 3213 ikkkk

i RconvRa →× ++

),(]1,0[: 2 ik
i RconvM → ,3,2,1=i  многозначные отображения; 

),,,,,(),,( wuzyxazyx i υ→ ,  и 
 измеримы при 

),,(),( 1 zyMzy → ),(),( 2 zxMzx →

),(),( 3 yxMyx → ]1,0[,, ∈zyx , ,  
выпуклые замкнутые множества, существует число  такое, что 

),,,( ⋅zyxagr i ,3,2,1=i
0>k

)),,(1(),,,,,( wukwuzyxai υυ +≤   при   и  существуют 

число  

321),,( kkkRwu ++∈υ
0>α , функции ,  такие, что )]1,0([)( 3

1Ld ∈⋅ )]1,0([)( 2
1Lbi ∈⋅

≤),,,( ωzyxf pzyxd ωα+),,(  при 

 , )(2 321 kkkR ++∈ω puzybuzyuzy 111
0

1 ),()),,,0(,,( αϕ +≤   при , 1
1

kRu ∈

≤)),,0,(,,( 1
0

2 υυϕ zxzx pzxb 12 ),( υα+ при , 2
1

kR∈υ
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pwyxbwyxwyx 131
0

3 ),()),0,,(,,( αϕ +≤  при ,  

решение задачи (1) и  конечно. Тогда задача (3) стабильна. 

3
1

kRw ∈ pVwu ∈),,( 000 υ

}:)(inf{ p
p VUUI ∈

Доказательство. Из теоремы 3.1.3[10]  вытекает, что 
                     ωωωωρ −≤ 11 2)),,,(),,,,(( kzyxazyxa iix  при  . 321,1

kkkR ++∈ωω
Покажем, что для любого 0>ε  существуют 0>δ  и решение  

νυ ),,( wu   при ,  )]1,0([),,( 3
321

321 kkk
pL ++∈= νννν

δνννν <++=++ )]1,0([3)]1,0([2)]1,0([1)]1,0([ 3332313321 k
p

k
p

k
p

kkk
p LLLL

  задачи 

 ),,,()),,(),,,(),,,(,,,(),,( 11 zyxzyxwzyxzyxuzyxazyxux νυ −∈  

  
),,,()),,(),,,(),,,(,,,(),,(
),,,()),,(),,,(),,,(,,,(),,(

33

22

zyxzyxwzyxzyxuzyxazyxw
zyxzyxwzyxzyxuzyxazyx

z

y

νυ

νυυ

−∈

−∈
                       (4) 

   
]1,0[,,

)0,,()0,,(,),0,(),0,(,),,0(),,0( 000

∈
===

zyxпри
yxwyxwzxzxzyuzyu υυ

такие, что  .),,(),,( 000 ευυ ν <− pV
wuwu  Положим  kM 2= .  Ясно, что 

                    ωωνωνωρ −≤−− 11 )),,(),,,(),,,(),,,(( Mzyxzyxazyxzyxa iiiix  

при  . Отметим, что 321,1
kkkR ++∈ωω

),,(
)),,()),,(),,,(),,,(,,,(),,,((

1

1
000

1
0

zyx
zyxzyxwzyxzyxuzyxazyxux

ν

νυρ

≤

≤−
, 

),,(

)),,()),,(),,,(),,,(,,,(),,,((

2

2
000

2
0

zyx

zyxzyxwzyxzyxuzyxazyxy

ν

νυυρ

≤

≤−
, 

),,()),,()),,(),,,(),,,(,,,(),,,(( 33
000

3
0 zyxzyxzyxwzyxzyxuzyxazyxwz ννυρ ≤− . 

Положив в теореме 1  
,),0,(),(,0),(),,,0(),( 0

21
0

1 zxzxzyzyuzy υϕζϕ ===   
]1,0[,,0),(),0,,(),(,0),( 3

0
32 ∈=== zyxприyxyxwyxzx ζϕζ ,

),,(),,( zyxzyx ii νρ =  получим, что существует такое решение ),,( wu υ  
задачи  (4), что выполняется утверждение теоремы 1 .  
 Из условия теоремы 2 вытекает, что функционал 

dxdydzzyxwzyxzyxuzyxwzyxzyxuzyxf∫ ∫ ∫
1

0

1

0

1

0
111 )),,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(,,,( υυ  

непрерывен в пространстве . )]1,0([ 3)(2 321 kkk
pL ++

 Также имеем, что функционал 
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∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

+

++

1

0

1

0
3

0
3

1

0

1

0
2

0
2

1

0

1

0
1

0
1

)),(),0,,(,,(

)),(),,0,(,,()),(),,,0(,,(

dxdyyxyxwyx

dxdzzxzxzxdydzzyzyuzy

νϕ

νυϕνϕ

  

непрерывен в пространстве  относительно 

переменной 

)]1,0([)]1,0([)]1,0([ 222 321 k
p

k
p

k
p LLL ××

),,( 321 ννν . 

Пусть  .  Ясно, что  .  Поэтому  pVwu &∈),,( υ ∫=
x

x dzyuzyxu
0

),,(),,( ηη

.)()()),,(

),,(),,1(

1

1

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1
1

0

1

0

p
x

p

p

Vpx
p

x

p

x

p
p

uudxdydzzyxu

dydzdzyudydzzyu

⋅≤⋅=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

≤
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫∫ ∫ ηη

 

Аналогично имеем, что   

 ,)(),1,(

1
1

0

1

0
p

yV

pp dxdzzx ⋅≤⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∫ ∫ υυ   .)()1,,(

1
1

0

1

0
p

zV

pp wdxdzyxw ⋅≤⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∫ ∫  

По условию теоремы 2 имеем, что функционал 

               

∫ ∫

∫ ∫ ∫

++

+=

1

0

1

0
1

0
1

1

0

1

0

1

0
321

)),(),,,0(,,(

)),,(,,,(),,,(~

dydzzyzyuzy

dxdydzzyxzyxfJ p

νϕ

ωνννω

        ∫ ∫∫ ∫ ++
1

0

1

0
3

0
3

1

0

1

0
2

0
2 )),(),0,,(,,()),(),,0,(,,( dxdyyxyxwyxdxdzzxzxzx νϕνυϕ

непрерывен в пространстве  
              .  ×++ )]1,0([ 3)(2 321 kkk

pL )]1,0([)]1,0([)]1,0([ 222 321 k
p

k
p

k
p LLL ××

Поэтому функционал 

      +∇+∇+∫ ∫ ∫ dxdydzzyxUzyxUzyxUzyxUzyxf )),,(),,(),,,(),,(,,,(
1

0

1

0

1

0

00
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∫ ∫

∫ ∫

++

+++

1

0

1

0

00
2

1

0

1

0

00
1

)),1,(),1,(),,0,(,,(

)),,1(),,1(),,,0(,,(

dxdzzxzxzxzx

dydzzyuzyuzyuzy

υυυϕ

ϕ

∫ ∫ ++
1

0

1

0

00
3 ))1,,()1,,(),0,,(,,( dxdyyxwyxwyxwyxϕ

непрерывен в  . Отсюда следует, что функционал pV&

+∇+∇+

+∇+= ∫ ∫ ∫
dxdydzzyxUzyxU

zyxUzyxUzyxUzyxfwuwuE p

)),,(~),,(

),,(),,,(),,(,,,()~,~,~,,,(
1

0

1

0

1

0

00υυ
 

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
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+++
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1

0

1

0

00
3

1

0

1

0

00
2

1

0

1

0

00
1

,))1,,()1,,(),0,,(,,(

)),1,(),1,(),,0,(,,(

)),,1(),,1(),,,0(,,(

dxdyyxwyxwyxwyx

dxdzzxzxzxzx

dydzzyuzyuzyuzy

ϕ

υυυϕ

ϕ

 

непрерывен в точке нуль в пространстве  , т.е. в точке  (0,0,0),(0,0,0)). pp VV && ×
Из выпуклости и непрерывности  в нуле вытекает, что существует 

числа 
pE

0>α   и  M ,такие, что MwuwuEp ≤)~,~,~,,,( υυ   при   
pp VVwuwu && ×∈)~,~,~,,,( υυ , αυυ ≤)~,~,~,,,( wuwu . 

 По теореме 1  для  
2
α   существуют 0>δ  и решение )~,~,~(),,( wuwu υυ  при 

pVwu &∈)~,~,~( υ , δυ ≤pV
wu &)~,~,~(     задачи 

               
),,,(~)),,(),,,(),,,(,,,(),,(
),,,(~)),,(),,,(),,,(,,,(),,(

2

1

zyxzyxwzyxzyxuzyxazyx
zyxuzyxwzyxzyxuzyxazyxu

yy

xx

υυυ
υ

−∈
−∈

     

               ),,,(~)),,(),,,(),,,(,,,(),,( 3 zyxwzyxwzyxzyxuzyxazyxw zz −∈ υ                  
]1,0[,,)0,,()0,,(,),0,(),0,(,),,0(),,0( 000 ∈=== zyxприyxwyxwzxzxzyuzyu υυ

такое, что .
2

),,(),,( 000
)~,~,~(

αυυ υ ≤−
pVwu wuwu   Поэтому получим следующую 

оценку: 
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MwuwuwuE

wuwuФVwuwuwuФwuh

wup

wup
p

p

≤−=

=≤∈=

))~,~,~(),,,(),,((

))~,~,~(,),,((}),,(:)~,~,~,,,({inf)~,~,~(
000

)~,~,~(

)~,~,~(

υυυ

υυυυυυ

υ

υ
 

при  pVwu &∈)~,~,~( υ , },
2

min{)~,~,~( δαυ ≤pV
wu . Согласно предложению 1.2.5[8], 

отсюда следует, что  непрерывен в нуле. Тогда по предложению 1.5.2[8]   
субдифференцируема в нуле т.е. задача (3) стабильна. Tеорема доказана. 

h h

 Если  , то имеем, что  . Тогда получим, 

что 

p
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x
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Поэтому в пространстве   нормы p
xV&

pp

dxdydzzyxudxdydzzyxuu p
x

p
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1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0
1 ),,(),,(

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= ∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫  
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= ∫ ∫ ∫  

эквивалентны. Аналогичные утверждение справедливы и в пространствах  
 и  . Тогда получим, что p

yV& p
zV&
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p
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является нормой в пространстве .  pV&

Поэтому  , где )]1,0([)]1,0([)]1,0([)( 333 321 k
q

k
q

k
q

p LLLV ××=∗& 111
=+

qp
, т.е. 

любой линейный непрерывный функционал  на  

  можно представить в виде  

),,(* wuV υ
p

z
p

y
p

x
p VVVV &&&& ××=

        =∇= ∫ ∫ ∫ ∗∗∗ dxdydzzyxwzyxzyxuzyxUwuV
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0
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где  , , ,)]1,0([ 31k
qLu ∈∗ )]1,0([ 32k

qL∈∗υ )]1,0([ 33k
qLw ∈∗ qppq += . Функционал  

  в дальнейшем обозначается символом . *V ),,( ∗∗∗ wu υ
 Положим  
 ( ) }:),,,,(|inf{),,,,( 321

111
0 kkkRzyxfzyxf ++∈+= ωωωνωνω ,    . 321 kkkR ++∈ν

Теорема 3. Пусть ,]1,0[: )(23 321 RRf kkk →× ++   ,]1,0[: 122
1 RR k →×ϕ   

,]1,0[: 222
2 RR k →×ϕ RR k →× 322

3 ]1,0[:ϕ   выпуклые нормальные интегранты. 
Для того, чтобы функция ∈),,( wu υ   среди всех решений 
задачи (1) минимизировала функционал (2) достаточно, чтобы нашлись 
функции, 

p
z

p
y

p
x VVV ××∈

)]1,0([),,( 3321 kkk
qLwu ++∗∗∗ ∈υ , где   1* k

qx Lu ∈ , 2* k
qy L∈υ , 3* k

qz Lw ∈   такие, 
что 
 1)   )),,(),,,(),,,(( *** zyxwzyxzyxu zyx −−− υ ∈  

     )),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(,,,( ***0 zyxwzyxzyxuzyxwzyxzyxuzyxf υυ∂∈  

 2) =)),,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(,,,( ***0 zyxwzyxzyxuzyxwzyxzyxuzyxf υυ  

    +++= ∗∗∗ )),,(|),,(()),,(|),,(()),,(|),,(( zyxwzyxwzyxzyxzyxuzyxu zyx υυ  

   )),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(),,,(,,,( zyxwzyxzyxuzyxwzyxzyxuzyxf zyx υυ+  

 56 



М.А. САДЫГОВ: ВЫПУКЛАЯ ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ЗАДАЧА … 

            

)),1,,(),0,,(,,())1,,(),0,,(()5

)),,1,(),,0,(,,()),1,(),,0,(()4

)),,,1(),,,0(,,()),,1(),,,0(()3

3
**

2
**

1
**

yxwyxwyxyxwyxw

zxzxzxzxzx

zyuzyuzyzyuzyu

ϕ

υυϕυυ

ϕ

∂∈−

∂∈−

∂∈−

 

а если при ),,(),,( 000 wuwu υυ =  выполняется условие теоремы 2, 
существуют функции  и 
число  такие, что  
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),,(),( 33 wyxwcyx p ϕβ ≤−−   при  , то соотношения 
1)-5)  являются также необходимыми. 

321 222),,( kkk RRRw ××∈ων

Доказательство.  
Достаточность соотношения 1)-5) непосредственно проверяется.  
 
 
Необходимость.  

Из теоремы 2 вытекает, что  субдифференцируема в точке нуль. 
Поэтому из замечания 3.2.3 и из предложения 3.2.4 [8] вытекает, что решения 
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по соотношению (6) имеем, что  .  Из соотношения (5) 
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а для  верно неравенство 1=p
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Теорема доказана. 
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а если при ),,(),,( 000 wuwu υυ =  выполняется условие теоремы 2, 
существуют функции    и 
число  такие, что  
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),,(),( 33 wyxwcyx p ϕβ ≤−− при , 321 222),,( kkk RRRw ××∈ων
 то соотношения 1)-4)  являются также необходимыми. 
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Üç ölçülü diferensial daxilolmalar üçün qabarıq ekstremum məsələsi 
 

M.A. Sadıqov 
 

XÜLASƏ 
 

Məqalədə üç ölçülü daxilolmalar üçün minimum ekstremum məsələlərinə baxılır. 
Çox ölçülü diferensial daxilolmalar üçün ekstremum  məsələləri müəllif tərəfindən baxılmış 
və birinci və ikinci tərtib zəruri şərtlər alınmışdır [1-5]. [5] və [7] işlərində analoji məsələlər 
üçölçülü halda öyrənilib. İşdə baxılan məsələlərin gətirildiyi variasion məsələlər öyrənilir. 
Sonra isə baxılan məsələlər üçün birinci tərtib zəruri və kafi şərtlər alınır.  

Açar sözlər: ekstremal məsələlər, diferensial daxilolmalar, zəruri və kafi şərtlər. 
 

Convex extremal problems for the three dimensional differential inclusions 
 

M.A. Sadygov 
 

ABSTRACT 
 

In the paper the minimum extremal problems are considered for the three 
dimensional differential inclusions. Extremal problems for the multi dimensional 
differential inclusions have been studied by author and necessary conditions of the first and 
second order obtained in [1, 5]. In [5] and [7] the similar problems for the three 
dimensional case are considered. Here the variational problems are investigated to which 
the considered problems are reduced. Then the convex extremal problems for the 
considered ones are studied and the first order necessary and sufficient optimality 
conditions are obtained. 

Keywords: extremal problems, differential inclusions, necessary and sufficient 
conditions. 
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