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 1.Введение  
 Пусть H - сепарабельное гильбертово пространство, A - 
положительно определенный  самосопряженный оператор в H .  
 Обозначим через γH  ( )0≥γ  гильбертово пространство со 

скалярным произведением ( ) ( )yAxAyx γγ
γ ,, =   при ( )γADyx ∈, . 

Предполагаем,  что HH =0 .  

 Пусть ( )HRL ;2 +  есть гильбертово пространство вектор-функций 

( )tf , определенных в интервале ( )∞=+ ,0R  почти всюду, со значениями в 
гильбертовом пространстве H  с нормой  
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Далее введем гильбертово пространство [ ]3  
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Из теоремы о следах [ ]1  следует, что  
                           

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }00,00,00,;;; 3
2

0
3

2 =′′=′=∈= ++ uuuHRWuuHRW  
и 

                           ( ) ( ) ( ){ }00,;;1;; 3
2

0
3

2 =′∈= ++ uHRWuuHRW  
также являются полными гильбертовыми подпространствами пространства 

( )HRW ;3
2 + . Аналогично вводится гильбертово пространство ( )HRW ;3

2 , 

где ( )∞∞−= ;R . 
 Рассмотрим в гильбертовом пространстве H  краевую задачу  
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( ) 00 =′u ,                                                                              (2) 
где операторные коэффициенты удовлетворяют следующим условиям 
1) A - положительно определенный самосопряженный оператор в H ; 

2) операторы 1A  и 2A  линейны, причем 1
11

−= AAB , 2
22

−= AAB  
ограниченные операторы в H . 

 Определение 1. Если вектор-функция ( )HRWtu ;)( 3
2 +∈  

удовлетворяет уравнению (1) почти всюду в +R , то она называется 
регулярным решением уравнения (1). 

Определение 2. Если при любом ( ) ( )HRLtf ;2 +∈  существует 

регулярное решение ( )tu  уравнения (1), которое удовлетворяет краевому 
условию (2) в смысле сходимости  
 
 ( ) 0lim 2/3

0
=′

+→
tuA

t
 

 
и имеет место оценка  
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 ( ) ( )HRLHRW fconstu ;; 23
2 ++

≤ , 

то задача (1), (2) называется регулярно разрешимой. 
В данной работе найдено условие регулярной разрешимости задачи 

(1),(2), выраженное  свойствами коэффициентов уравнения (1). 
Отметим, что уравнение (1) с краевым условием 0)0( =u  

исследовано в работе [ ]2 . Далее, операторно-дифференциальные уравнения 
и разные краевые задачи для операторного уравнение третьего порядка 
рассмотрены в работах [ ]63− . 

В работах [ ]5  и [ ]4 оценены нормы операторов промежуточных 

производных в пространствах ( )HRW ;3
2  и ( )HRW ;

3

2

0

+ . 
Для исследования краевую задачу обозначим через 

( ) ( )tuA
dt
dA

dt
ddtdP u

2
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dt
duA

dt
udAudtdP 22

2

11 / += ,      

uPuPPu 10 += , ( )HRWu ;3
2 +∈ . 

 Основные результаты.  Справедлива следующая  
 Теорема 1. Пусть выполняются условия 1), 2).  Тогда оператор 0P  

изоморфно отображает пространство ( )1;;3
2 HRW +  на ( )HRL ;2 + . 

 Доказательство. Уравнение ( ) ( ) 0/0 =tudtdP  имеет общее решение 

в пространстве ( )HRW ;3
2 +  в виде ( ) xetu At−=0 , где 2/5Hx∈ , Atae− . Здесь 

есть полугруппа, порожденная оператором A− . Из условия 0)0( =′u  
следует, что -  0=Ax , т.е 0=x , таким образом { }00 =KerP . Покажем, что 
образ оператора 0P  совпадает с пространством ( )HRL ;2 + . Действительно, 
при любом ( ) ( )HRLtf ;2 +∈  вектор-функция 
 

                         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ξξξ
π

ξdsdesfAiAitu sti∫ ∫
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∞
−−− −+=

0

21
1 2

1
,    +∈Rt  

удовлетворяет уравнению ( ) ( ) ( )tftudtdP =/0  при +∈Rt почти всюду. Далее 

из теоремы Планшереля следует, что ( ) ( )HRWtu ;3
2∈ , поскольку  
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С другой стороны, по спектральной теореме  

( ) ( ) ( ) ( ) ,sup 113

)(

113 constiiAiAiA
A

≤−+≤++ −−

∈

−− µξµξµξξ
sµ

 

т.е., ( )HRLuA ;21

3

∈ .  

Аналогично имеем, что ( )HRL
dt

ud ;23
1

3

∈ . Следовательно, 

xetutu tA−+= )()( 11 , 2/5Hx∈ . Отсюда следует, что ( ) 2/31
1 0 HuAx ∈= − . 

Следовательно, уравнение (1) имеет решение при любом ( ) ( )HRLtf ;2 +∈ .  
С другой стороны, из теоремы о промежуточных производных 

( ) ( )HRLHRL
uconstuP

;;0
22 ++

≤ . Тогда, применяя теорему Банаха об обратном 

операторе, мы получаем утверждение теоремы. 
Докажем следующую важную лемму 

Лемма 1. Пусть 





∈

4
27,0β . Тогда операторный пучок  

( ) ( ) ( ) ( ) jj
j AiAPAPAP 262

00 ,,;; −−⋅= λβλλβλ    2,1=j                   (3) 
представляется в виде 
  ( )AFAF jj ;;);;( βλβλ = ( )AFj ;;βλ− ,                                               (4) 
причем  

 ( ) ( ) ( ) kk

k
jk

k
jkj AaAEAF −

==
∑∏ =−= 3

4

0

4

1
, )(;; λββωλβλ ,                          (5) 

где 0)(Re , <βω jk  все числа ( )βjka ,  положительны и удовлетворяют 
условиям: 

  ( ) ( ) ( ) ( )βββββ 11
2
1212

2
11 2,32 aaaa =−=−  ,  при   1=j               (6)     

( ) ( ) ( ) ( ) βββββ −=−− 32,2 12
2
2222

2
12 aaaa , при 2=j .                  (7)      

Доказательство. )(Aσµ∈  и Ri ∈= ξξλ , . Характеристическое 
уравнение 

195 
 



PROCEEDINGS OF  IAM, V.10, N.2, 2021 
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Следовательно, ( )µβλ ,,jP  не имеет корней на минимальной оси. Тогда 

( ) ( )( ) ( )∑∏
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−
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4
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jj
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jkj aEF µλβµβωλµβλ ,   

где ( ) ( ) 1,0Re ,0, =< ββω jjk a , ( ) 1, =βjka  и ( ) 2,1,0, => ja jk β . Так как 

корни уравнения 0);;(0 =µβλP  симметричны относительно начала 

координат, то имеем ( ) ( ) ( )µβλµβλµβλ ;;;;;; −⋅= jjj FFP . Тогда из 

спектрального размножения оператора A  получаем равенство (4). Равенства 
(6) и (7) следуют из (4) при сравнениях коэффициентов. Лемма доказана. 
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 Доказательство. Пусть  ( )1;;3
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      ( ) ( )HRLj uAuAa ;
3

,1 2,Re2 +
′+ . 

 
Далее, интегрируя по частям и учитывая, что ( ) 00 =′u  получаем: 

( ) ( )02
3 ,,Re2 ϕϕ−=′′′ uAu , ( ) ( )

2
;

2
2

2,Re2 HRLuAuAu
+

′−=′′′′  

( ) ( )
2

2; 2,Re2 2 ϕ−=′′′′′
+ HRLuAu ,  ( ) ( )HRLuAuA ;

2
2,Re2 +

′′   

( ) ( ) ( )HRLHRL uAuAuA
;

2
;

2

22
,Re2

+
+

′−=′′ , ( ) 2
0

22 ;Re2 ϕ−=′ uAuA  

Учитывая эти выражения в (9), получаем, что  
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Аналогично, имеем: 
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Следовательно, учитывая равенства (6) и (9) в равенстве (10) с учетом (11) 
получаем:  
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        . 
Теорема доказана. Используя эту теорему, докажем 

Теорема 2. При всех ( )1;;3
2 HRWu +∈  имеют место неравенства: 
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Доказательство. Так как ( )( ) 0~,~ >ϕϕβϕS  ( )0,1 >ja , где ( )20,ϕϕϕ = ,  

( ),02/5
0 uA=ϕ  2

2/1
2 ϕϕ A= ,  то  из леммы 2 следует, что при 
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jj
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тогда переходя к пределу при 
4

27
→β  получаем, что 

                    ( )
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
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
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Теорема доказана. 
Теперь докажем основную теорему. 
Теорема 3. Пусть выполняются условия 1), 2) и имеет место 

неравенство  

                                       1
27
4 2

2
1

1

2/1

<+





= −− AAAAα . 

Тогда задача (1), (2) регулярно разрешима. 
Доказательство. Напишем задачу (1), (2) в виде уравнения 

fuPuPPu =+= 10 , где ( )1;;3
2 HRWu +∈ , ( )HRLf ;2 +∈ .  

По теореме 1 оператор 1
0
−P  имеет ограниченный обратный, 

действующий из ( )HRL ;2 + , но ( )1;;3
2 HRWu +∈ . Тогда получаем  

уравнение fPP =+ − ωω 1
01  в ( )HRL ;2 + , где uP 1

0
−=ω , с другой стороны 

при ( )HRL ;2 +∈ω  

               
( ) ( ) ( ) ( ) ≤′+′′≤=

++++

−
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1
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               ( ) ( )HRLHRL
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2
1

22 ++
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Применяя теорему 2, получаем, что  
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где 10 <<α . Тогда оператор 1
01
−+ PPE  обратим и 

( ) fPPEPPu
11

01
1

0
1

0
−−−− +== ω . 

Отсюда следует, что ( ) ( )HRLHRW fconstu ;; 23
2 ++

≤ . Теорема 

доказана. 
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OPERATOR-DIFFERENTIAL  
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SUMMARY 
 

 Abstact: In the work the conditions of coefficients of one class of a boundary-
value problem for operator-differential equations of the third-order of quasielliptic type are 
obtained, which provide regular solvability.  
 Key words: Hilbert space, self-adjoint operator, regular solvability, operator-
differential equation, boundary value problem 
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