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Абстракт. В работе рассматривается задача определения дробного порядка  при 

колебательном процессе внутри Ньютоновской жидкости. Во-первых, решение 

искомого уравнения сводится к уравнению Вольтерра второго порядка относительно 

второй производной фазовой координаты. Затем решение уравнения Вольтерра 

второго порядка сводится к ряду Неймана по второй производной фазовой 

координаты и после двукратного интегрирования этого решения находится решение 

искомого уравнения. Используя статистические данные, строится квадратичный 

функционал и определяется дробный порядок с помощью метода наименьших 

квадратов. Затем предлагается эффективный алгоритм. Включена таблица для 

определения дробного расположения на основе простого примера. Дробный состав 

получен с точностью 10-8, что свидетельствует об эффективности предложенного 

алгоритма. 
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1. Введение 

 

В последнее время много внимания уделяется использованию 

дифференциальных уравнений  дробно рациональных порядков [25, 26-27, 

30] в разных задачах механики, физики [6, 4, 5] и др. Здесь особенно можно 

отметить движение систем твердых тел в Ньютоновской жидкости [19, 4, 5].  

До настоящего времени обычно рассматривалось движение плунжера внутри 

нефти. Поскольку основной частью бакинской нефти является Ньютоновской 

жидкостью [23, 6], там уравнение движения самого плунжера меняется и  

первый порядок колебательный системы заменяется дробно рациональным.  

Существует много разработок [7, 8, 9, 15-22], в которых движение объекта 

определяется из программной траектории, где он стабилизируется около этих 

траекторий. Эти задачи возникают при добыче нефти штанга-насосной 

установкой [14], требуется новый подход при ее решении. Поэтому, обычно в 
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этих нефтяных задачах [24, 10, 11, 14] особенно нужно исследовать  

дифференциальные уравнения с частными производными, обыкновенные 

дифференциальные уравнения, определять порядок второго члена в 

колебательных системах [1] и др. Известны только классические параметры, 

входящие в колебательные системы, а нахождение дробно-рационального 

порядка является новой задачей. Поэтому, здесь очень интересным является 

определение этого параметра. Более интересным может быть нахождение 

этих параметров через статистические данные [1]. Можно эти данные взять 

из нефтяных промыслов. Применяя метод наименьших квадратов [24, 11] 

можно обеспечить совпадение теоретических результатов со 

статистическими данными. Отметим, что эта задача была рассмотрена в [1] и 

с помощью сведения исходных задач к решению интегральных уравнений 

Вольтерра второго рода относительно фазовых координат обеспечивает нуль 

первой вариации соответствующего функционала с 10-4 порядком, а через 

вторую производную фазовых координат с 10-8 порядком. Поэтому в 

исходной работе стараемся решить данную обратную задачу с помощью 

второй производной фазовых координат. 

 

2. Сведение задачи к интегральному уравнению Вольтерра II рода 

относительно второго порядка. 

Пусть движение объекта описывается следующей системой линейных 

дифференциальных уравнений с дробной производной [2,12, 13]   

       ,xfxbyxyaDxym 
    ,0x                                               (1) 

с начальными условиями 

  ,00 y    ,0 1yy                                                                                           (2) 

,0),2,1(  x  xy - искомая функция, ba, - данные параметры,  xf  -

внешняя сила.   

Составим следующий квадратичный функционал  для нахождения :  

  ,min)(
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где sjy j ,1,   статистические данные  для нахождения , а  ly  — 

значение решение задачи (1)-(2) в точке l. 

   Известно, что в [30], определение дробной производной в смысле Римана-

Луивиля имеет вид  
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Используя (4), мы выполняем простое преобразование дробной производной 

 xyD


 следующим образом: 

   
 
 

  .
!10

1
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dtty
tx

DDxyDDxyD
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                                   (5) 

Применим формулу интегрирования по частям к выражению (5) и учтем 

начальное условие (2). Тогда имеем 
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Теперь сделаем некоторые преобразования функции  xy  и учтем начальное 

условие (2) [28, 29] 
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Таким образом, мы получаем формулы для  xy  
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                                                                           (7) 

Подставим выражения (6) и (7) в (1), имеем 
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Сейчас упростим выражение (8): 
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Разделим обе части уравнения (9) на m: 
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Таким образом, мы свели уравнение (1) к интегральному уравнению 

Вольтерра второго рода относительно  xy : 

       ,
0

xFdttytxKxy
x

                                                                     (11) 

где  
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Выполняем первую итерацию [16] по уравнению (11). Тогда 

       .
0
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                                                                   (14) 

Подставим выражение (14) в (10) 
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Теперь давайте выполним вторую итерацию уравнения (10). Тогда из (10) 

получаем 
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Подставим выражение (18) в (15): 
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Выполним преобразования над каждым членом, входящим в правую часть 

выражения (22) 
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где   .  zxt  

Отметим, что в  [3]   
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Подставим каждое из полученных выше выражений в (22): 
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Далее, подставим выражения (12) и (23) в выражение (20) и оценим ядро 
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Выполним преобразования над каждым членом, входящим в правую часть 

выражения (24) 
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Подставим каждое из полученных выше выражений в (24):  
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Итак, после n-й итерации получаем: 
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Если взять предел в (26) при n , то получим: 
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Чтобы найти решение y(x), сначала проинтегрируем выражение (28) от нуля 

до x и учтем условие (2): 
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Затем проинтегрируем последнее выражение от нуля до x и учтем условие 

(2): 
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Далее  
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Таким образом, решение задачи (1)-(2) сводится к интегральному уравнению 

Вольтерра второго рода в виде (11), а решение (29) описывается в виде ряда 

Неймана. 

3. Нахождение дробно-рационального порядка .
 
 

Вычислим значение решения (29) в точке l: 
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Теперь рассмотрим выражение (30) в функционале (3): 
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Для нахождения параметра   найдем производную функционала (31) по   

и положим ее равной нулю. 

Представим следующий алгоритм решения задачи (1)-(3): 

Алгоритм. 

1. Ввод параметров .,,,,,,, 1 lknfybam   

2. Расчет выражения для F(x) согласно (13). 

3. Расчет выражения для  txKk   по (27). 

4. Ввод статистических данных sjy j ,1,  . 

5. Построение функционала (31). 

6. Для вычисления  параметра   проверяются условия 
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Пример. Рассмотрим более упрощенный вариант задачи (1)-(3). Пусть  
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Теперь давайте вставим данные в  следующую таблицу, чтобы удовлетворить 

формуле (31): 
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100.1137   

-2
100.2036   

-4
10h 
 

-4
100.45636   

-4
10.60018 0 

 

-3
100.11358   

-2
100.2023  

-5
10h 
 

-4
100.45631  

-4
100.60010   

-3
0.1135610  

-2
100.2022   

Таблица.  Определение дробно-рационального порядка. 
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Как видно из таблицы, при 1.1  первая вариация 






 )(J
 

приближается к нулю с точностью до 
-8

10 .  В [1] 85.1 , полученный с 

точностью 10-4.  Как видно из таблицы, при 85.1  первая вариация 







 )(J
 приближается к нулю с точностью до .10

-5
 Отсюда еще раз ясно, 

что наиболее эффективным дробным рациональном порядком является 

1.1 .
 

 

Авторы выражают благодарность академику Ф.А. Алиеву за постановку 

задачи и ценные советы при изучении рабочих рекомендаций по оформлению 

статьи. 

 
7. Заключение. 

В данной работе предложен эффективный алгоритм определения 

дробного порядка в колебательных системах с жидкими демпферами путем 

сведения этого уравнения к интегральному уравнению Вольтера второго 

порядка относительно производной второго порядка фазовой координаты. 

Первая вариация эффективного значения дробной формулы, полученная по 

данному алгоритму, приближается к нулю с точностью 10-8, а в задаче [1] — с 

точностью 10-4. Это свидетельствует о том, что предложенный алгоритм 

более эффективен. 
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 Abstract 

The paper considers the problem of determining the fractional order in an oscillatory 

process inside a Newtonian fluid. Firstly, the solution to the desired equation is reduced to 

the Volterra equation of the second order with respect to the second derivative of the phase 

coordinate. Then, the solution to the Volterra equation of the second order is reduced to the 

Neumann series with respect to the second derivative of the phase coordinate and, after 

integrating this solution twice, the solution to the desired equation is found. Using 

statistical data, a quadratic functional is constructed and the fractional order is determined 

using the least squares method. Then, an effective algorithm is proposed. A table is 

included for determining the fractional arrangement based on a simple example. The 

fractional composition is obtained with an accuracy of 10-8, which indicates the 

effectiveness of the proposed algorithm. 

 

Keywords:  Oscillatory system, fractional derivative, Volterra equation of the 

second kind, least squares method. 
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