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1. Введение 

 

При добыче нефти существуют различные математические подходы 

для нахождения оптимальных траекторий и управлений для дискретных 

колебательных систем, движущихся в жидком демпфере [2,4,12,17]. Такие 

системы определяются дифференциальными уравнениями, включающими 

дробные производные. В таких задачах рассматривается задача оптимизации 

для нахождения программных траекторий и управлений [5,6,13,16], и ее 

решение сводится к нахождению периодической задачи оптимизации. 

Большой интерес представляет задача совместной оптимальной 

стабилизациипрограммных траекторий и управлений на бесконечном 

интервале.  

Показано, что нахождение решения соответствующей задачи 

оптимизации требует решения периодического матричного уравнения 

Риккати, и его решение может быть описано с помощью соответствующего 

алгебраического матричного уравнения Риккати. В конце также рассмотрена 

оценка асимптотической устойчивости замкнутой системы в задаче 

оптимизации. 

2. Постановка задачи: 

Мы знаем, что уравнение движения колебательных систем, 

движущихся в жидком демпфере, определяется дифференциальными 

уравнениями, включающими дробные производные.После дискретизации 

этого уравнения [1,3,4,13] мы получаем следующее уравнение. 
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Вопрос о периодической оптимизации создает определенные трудности при 

рассмотрении проблемы стабилизации, поэтому мы сначала дискретизируем 

задачу и приводим ее к стандартной форме, а затем ставим задачу 

[5,9,11,15,17,20]. 

 

3. Дискретная модель системы 
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4. Классический вид: 
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Следовательно, уравнение (3) примет классическую форму. Уравнение (10) 

выполняет периодическое условие в виде[1,6-8]: 
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Необходимо найти такого управляющее воздействие, которое   
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 '

0

i i i i

i

J W RW U CU




                                                                             (26) 

Здесь это , ,R R C C n n    размерные константные матрицы. 

 

5. Уравнения Эйлера-Лагранжа: 

 

Для решения задачи (20), (23) напишем уравнения Эйлера-Лагранжа: 

1
1

' 1

1

2
i ii

i i
i

W WC

R



 







 
           

 

,                                                                      (27) 

условия границы же 

   
11

20 00

21

2 0 22 0

0 10 1 2

T TT
n

T
n

WW R  

 

        
        

          

                              

(28) 

Здесь i - микротеле  Лагранжа.  

 

6. Система алгебраических дискретных периодических уравнений 

Риккати: 

Если искать i i iSW 
 в форме решения задачи, то симметричная матричная 

последовательность, определяющая  

iS
оптимальный закон управления, обеспечивает  

повтояющееся отношение. (27), (28) примет следующий вид: 

 
1

' 1

1 1 , 0,2i i i i i iS S E C S R i n 




      

 
1

'

1 1 0 0

2 2 2

1

2

1

2

T

T

n n n

S W QW

S W QW

 



  
     


  
  
Решение задачи (1),(2) находится следующим образом[3]: 

 
1

1

1 1 0,1,2,...i i i iW E C S W i




     

Здесь: 
1

1 1

1 1

2 2
i i i i i i iU C S S W K W



 

 
    

 
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1

1 1

1 1

2 2
i i i iK C S S 



 

 
   

 
 

Рассчитывая период для количества точек в задаче, используя [6]. 

       

       

       

       

       

1

0 0 0

1

1 1 1

1

2 2 2

1

3 3 3

1

0, 0, 0, 0,

1, 1, 1, 1,

2, 2, 2, 2,

3, 3, 3, 3,

.

.

.

, 2, , ,

p p

p p

p p

p p

k p k p k

S p E S G p S p R p

S p E S G p S p R p

S p E S G p S p R p

S p E S G p S p R p

S k p E S G k S k p R k p

 

 

 

 

 



 



 



 



 



 

     

     

     

     

     

 

получим систему нелинейных дискретных алгебраических уравнений 

Риккати. Матричная последовательность каждого элемента обеспечивает 

iS дискретность.    
k p kS S  [6]

 

       
1

, , , ,k k kS k p E S G k p S k p R k p 


       
 

Таким образом, требуется найти решение дискретного алгебраического 

уравнения Риккати. 

   
1

, ,i p i p iW E G i p S i p W


 
    0,1,2,...i   

Системы имеют собственные значения внутри единичного круга. Тогда, если 

собственные значения матрицы находятся внутри единичного круга, значит, 

   
1

, ,i pE G i p S i p



   матрица системы iU также будет обладать этим 

свойством. Отсюда при i  следует, что 1 1 0pr

i iW W   . Это 

означает,что при i 
1 1

pr

i iW W  , а это означает [2,3] . 

 

7. Алгоритм 

Напишем алгоритм решения задачи: 

Шаг 1. 

Формируются параметры колебательной системы 1 2, ,n m m , ,a b  ,Q C  

Шаг 2. 

, , 0,1,2,...i iA B i   (4)-(15) если 
, 0,1,2,...i i 

 (21) рассчитывается с помощью 

формулы. 

Шаг 3. 
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Находятся уравнения Эйлера-Лагранжа (27)-(28) для задачи (20), (23). 

Шаг 4. 

решение задачи сводится к решению системы дискретных периодических 

уравнений Риккатти и задача решена. 

8. Пример[1]: 

1 ( ) ( ) ( ) ( ),m y x aD y x by x f x   0 0 00 2 ...x x l x l x        

0 0

0 0

( ) ( 0),

( ) ( 0) ,

y l x y l x

y l x y l x V

   


     
 

0 0

0 0

( ) ( ),

( ) ( ).

y l x y x

y l x y x

 


 
 

После дискретизации (25)-(26) будет выглядеть следующим образом: 

1 , 0,1,2,...i i i i iW W U V i    
 

1. Для данных значений найдем решение 

1 2

1 0 1 07
5, 3, 7, 5, , , , 3,p 3

0 1 0 15
n m m a b Q C V

   
            

   
 

2. , , 0,1,2,...i iA B i   (4)-(15), если 
, 0,1,2,...i i 

 (21) рассчитывается с помощью 

формулы.

 3 .Yравнения Эйлера-Лагранжа[5,12,13,14,20]: 

. 

1
1

' 1

1

, 0,42
i ii

i i
i

W WC
i

R



 







 
            

 

 

условия границы же 

   
11

0 4 00

41

2 0 22 0

0 10 1 2

T TT

T

W WR  

 

        
        

           

4. K решению системы дискретных периодических уравнений Риккатти:

  
1

' 1

1 1 , 0,4i i i i i iS S E C S R i 




      

 
1

'

1 1 0 0

4 4 4

1

2

1

2

T

T

S W QW

S W QW

 



  
     


  


 

На графике 1 показан результат, полученный при оптимальной траектории 

программы и оптимальном регуляторе. Результат иллюстрируется для 3 

периодов. Как видно, в третьем периоде результат регулятора уже близок к 
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результату оптимальной программной траектории.Таким образом, как видно 

из приведенного примера, система асимптотически устойчива. 

 
График 1. Зависимость оптимальной траектории программы и регулятора от 

n 
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Abstract 

The article formulates the problem of stabilizing oil production by a sucker-rod 

pump unit and shows that the solution is reduced to a periodic optimization problem in 

a lifting unit. Then its solution is carried out by reducing to the solution of the periodic 

matrix Riccati equation. The results are illustrated by a numerical example. 
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