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Аннотация: В статье рассматривается задача нахождения оптимальной программной 

траектории и управления дискретными колебательными системами с жидкими 

демпферами по периодическому граничному условию в штанговой насосной 

установке. Во-первых, дискретизируются уравнение движения колебательной 

системы, граничные и периодические условия. Затем строятся квадратичный 

функционал и расширенный функционал, затем записываются уравнения Эйлера-

Лагранжа для нахождения оптимальной траектории программы и управления. 

Наконец, предлагается эффективный алгоритм расчета. Результаты 

проиллюстрированы на числовом примере. 
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1. Введение. 

 

Колебательные системы с жидкими демпферами [2-4,28] отличаются от 

обычного [15,17,18,21,22] тем, что второй член сохраняет при себе 

производные с дробными порядками. Однако, в последнее время много 

внимания уделяется добыче нефти со штанго-насосной установкой [19,20], 

где движение плунжера описывается классическими уравнениями 

осциллятора [1,8,9,12,24]. По нашему мнению, такие постановки являются 

грубоватыми и, поскольку плунжер находится внутри Нютоновской 

жидкости, то движение будет описываться уравнениями с дробно- 

рациональным порядком во втором члене. Тогда проблема дискретизируется. 

Поэтому, задача нахождения оптимальных траекторий и управлений для 

колебательных систем с жидкими демпферами, чему посвящена настоящая 

работа, является более интересной.  Из свойства движения плунжера краевые 

условия берутся периодическими и переход движения с одного режима ко 

второму описывается импульсными системами. Метод решения сводится к 
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построению расширенных функционалов и методу Лагранжа. Результаты 

иллюстрируются конкретным простым цифровым примером. 

 

2. Постановка задачи. 

 

Пусть движение колебательных систем с жидкостными демпферами при 

добыче нефти штанговой насосной установкой описывается системой 

обыкновенных линейных дифференциальных уравнений с дробными 

производными и границей вида [6,16,21,23,29]: 
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где y(x) искомая непрерывная функция, 1 2 1, , , , ,m m a b V 2V  заданные 

постоянные числа, ( )f x  кусочно непрерывная функция, )2,1(
q

p
 , p, q 

натуральные числа. 

Пусть мы имеем следующее граничное условие как периодический случай 
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Если дискретизировать задачу (1)-(4) и взять некоторые обозначения, то 

получим [13,21,24-30]:  
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a n h h h a b x x a b x x

x x x x
a b x x h a b x x

h

 

 

 

 

 

  
  

 

 
 

        
           

       

    
         

    


1

2 1 1
2 1 1

( )
( ) .

(1 )!

n
n

x x
a b x x










 
  

 

          (21) 

 

Требуется найти iF , которые дают минимальное значение для квадратичного 

функционала:  

 
2 1

0

min
n

i i i i

i

J WQW FCF




    ,                                                                         (22) 

 

где 0QQ  представляет собой симметричную матрицу размерности 

2 2n n , 0C  является матрицей размерности 2 2n n , штрих означает 

операцию транспонирования. 

 

3. Способ решения задачи. 

 

Для решения задачи (5)-(21) построим расширенный функционал следующим 

образом [5,7,10,14,15,17 ]: 

 



А. Ф. Расулзаде, Н.С. Гаджиева , Н.А. Исмаилов А.А. Намазов  Определение оптимальной   ... 

209 

 

        

    

1 1 2 0 2

2 1

0 2 2 1 0 1

0

( 1 1) (1 0) ( 1 1) ( 1 0) (0 1)

1
( 1 1)( ) .

2

n n n n n

n
T

n i i i i i i i i i i

i

J W W W V W W W

W W V WQW FCF W AW F W

   

  





 



          

          
   

(23) 

где , , , ,      скаляры, i - is 1 2  размерный вектор-столбец. 

Тогда, аналогично [17-19,21], получаем из (23) 

 

1 0,T

i i i i

i

J
QW

W
  


   


0, , 1,2i n n n                                                (24) 

 

1 0,i i

i

J
CF

F
 


  


0,2 1i n                                                                        (25) 

с условиями 
2 1

0 0 1 1

00

( 1 0) ( 1 1) 0
n

T T T T

i i

i

J
QW A

W
    








       


  ,                    (26) 

 

1( 1 1) (1 0) 0T T T

n n n n

n

J
QW

W
    


      


,                               (27) 

1 1 2 1

1

(1 0) 0T T

n n n n

n

J
QW

W
      




    


,                                          (28) 

2

2

( 1 1) (0 1) ( 1 1) 0T T T

n

n

J

W
   


      


,                                    (29) 

 

Если рассматривать уравнение (25) в уравнении (6), то уравнение Эйлера-

Лагранжа для задачи (24)-(29) будет иметь вид 

 
1

1 0

1

, 0,2 1
( 1 1)

i i ii

TT
i ii

W W AWC
i n

Q



  






      
                

.                            (30) 

 

с условиями 
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 

 

 

1 0 0 0 1

2 1 0 0 1

1

1 1 1 2

2 1 2 0 0 1

2

( 1 0) ( 1 1) ,

( 1 0) ( 1 1) ,

.

.

.

( 1 1) (1 0) ,

(1 0) ,

.

.

.

( 1 0) ( 1 1) ,

( 1 1) (0 1) ( 1 1) .

T T T T

T T T T

T T T

n n n n

T T

n n n n

T T T T

n n

T T T

n

A QW

A QW

QW

QW

A QW

    

    

    

   

    

   







   





       


      

    


  

      

    





















                      (31) 

 

Поэтому решение задачи сводится к системе линейных алгебраических 

уравнений следующего вида: 

 

(32) 

 

Если определитель матрицы системы уравнений (32) отличен от нуля, то 

система (32) имеет единственное решение. Решить систему уравнений (32) 

можно с помощью пакета программ Matlab. 

 

 

1

0 0

1 1

0 0 . . . ( 1 1) 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0

0 0 . . . ( 1 0) 0 (1 0) 0 . . . 0 0 0 0 0 0 0

0 0 . . . 0 0 0 0 . . . ( 1 1) 0 0 0 0 0 0

1 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . (0 1) 0 0 0 0 0 0
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A
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



 
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



 

  



 

1
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0 0
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n n
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T T T

n

T

n
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Q I

Q I

















 





 

 

  

  



2 1

0) 0 0 0
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
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























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  
  
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 
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



 
 
 
 
 
 
 
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4. Пример: 

 

Рассмотрим следующий пример, применяя описанный выше метод. 

Предположим, что задача поставлена следующим образом: 

 

( ) ( ) ( )y x aD y x f x   ,                                                                                  (33)   

 

1

( 0) ( 0),

( 0) ( 0) ,

y l y l

y l y l V

  


    
                                                                                 (34)

 

 

2

(2 ) (2 0),

(2 ) (2 0) ,

y l y l

y l y l V

 


   
                                                                                  (35)   

   

 

(2 ) (0),

(2 ) (0),

y l y

y l y





                                                                                                    (36) 

 

После дискретизации задачи (33)-(36), аналогично (6)-(21) [1,8,9,12,13,21] , 

получим: 

 

1 1 0 ,m m m m mW W P W R           2m                                                               

 

 1 1

2

0 2

0 2 2

( 1 1) 0,

(1 0) ,

( 1 1) 0,

( 1 0) (0 1) 0,

( 1 1)( ) .

m

m m

m

m

m

W

W W V

W

W W

W W V



 


 

 

   

                                                                               

 

 

где:  

 

2 4 2 2 20 2 4

0 1 2 2 1

3 5 2 3 2 1 2 11

, , ,..., , ,
m m m

m m m

m m m

y y yy y y
W W W W W W

y y y y yy

 

 

  

          
               
           

 . 

 

1

1 2

2

0 0

1 1 ... 2 1

,
k j

k

km

m i

k i i i m j

P   
 



       

  
     

  
                                                               
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1 1

1 2

2

1 1 ... 2 1
k j k j

k

km

m i i m

k i i i m j

R F F
   



       

 
   
 
   .                                                   

     

Теперь решим эту задачу: 

1. 

1 2 1 2

1 0 1 0
4, 1, 0, 1, 1.6995, , , 1, 2.

0 1 0 1
m a b m m Q C V V

   
            

   
 

2. 
1 0, , , 1, 2m kA A A k m    давайте вычислим значения выражений. 

 

3. 1 0 ,i i i i iW W PW R    0,3i       

     

1 0 0 0

2 1 1 1 0 1

3 2 2 2 0 2

4 3 3 3 0 3

,

,

,

.

W W R

W W PW R

W W PW R

W W PW R









 


  


  
   

 

 

          .

 
2

3 2

4

0 4

0 4

( 1 1) 0,

(1 0) 1,

( 1 1) 0,

( 1 0) (0 1) 0,

( 1 1)( ) 2,

W

W W

W

W W

W W

 


 

 

   

   

   

                                                             

4. Функционал и расширенный функционал: 

 
3

0

mini i i i

i

J WW R R


   , 

 

      

   

  

2 3 2 4

0 4 0 4

3

1 0 1

0

( 1 1) (1 0) 1 ( 1 1)

( 1 0) (0 1) ( 1 1)( ) 2

1

2

T

i i i i i i i i i i

i

J W W W W

W W W W

WW R R W PW R W

  

 

  



       

       

     
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5. 
0 0 1 0 1 1 2 2 3 3 4

0

( 1 0) (0 1) 0T T T T T T TJ
QW A A A A

W
       


         


,               

                                               

2 2 3 2

2

( 1 1) (1 0) 0T T TJ
W

W
    


      


, 

 

3 3 4 3

3

(1 0) 0T TJ
W

W
   


    


,                    

                                                      

4

4

( 1 1) (0 1) ( 1 1) 0T T TJ

W
   


      


,        

                                                              

1 1 2 1

1

0,TJ
W

W
  


   


   0,2,3,4i  .,                     

                                                        

1 10, ,i i i i

i

J
R R

R
  


     


   0,3i  .   

 

6. Использован  программный пакет Matlab, чтобы построить матрицу 

решения задачи и найти неизвестные. 

           

0 1 2 3 4

1 2

2.8655    0.4718 0.0237    0.9763    2.8655

0.8655    0.3789    0.0237    1.5657    2.8655

   0.0278    0.4222

   0.4987    0.34

= ,    = ,    = ,   = ,  

1

 = ,

 ,
2

 = 

W W W W W

 

         
         
         

   

  

   

 


 
 
 

3 4

0 1 2

, ,  ,   

= , =   ,

 

  1  .4266   1  .3273

1.1022    0.6857

   0.5733 2.5236 1.1906 2.5179    2.0131

  0.0278    0.4222   1.4266

  0.4987  

  =  ,  =   ,  =   

10.3412 1. 022

,

,  = ,R R R

 

      



   
     

    

   
 


   
   


3

   1.3273

   0.6857
,  R
  

   




  

7. 0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3  18.7586J W W R R WW R R W W R R WW R R               .   

 

Теперь построим график зависимости регулятора, общее решение для 

каждого n в Matlab: 
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Рис. 1. График зависимости nW  от n  

 

 

Рис. 2. График зависимости nR  от n   
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Abstract In the paper, the issue of finding the optimal program trajectory and control for 

discretized periodic boundary condition oscillatory systems with liquid dampers ın rod 

pumpıng equıpment is considered  At the first, the equation of motion of the oscillating 

system, the boundary and periodicity conditions are discretized.Then, be established 

quadratic functional and extended functional, the Euler-Lagrange equations are written to 

find the optimal program trajectory and control. At the end, an effective calculation 

algorithm is proposed. Results are illustrated on a numerical example. 

 
Keywords: oscillator system, fractional derivative, second order Volterra integral equation, 

Euler-Lagrange equations 
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