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Резюме. Рассматривается задача факторизации матричного полинома второго 

порядка относительно единичной окружности. Показано, что в случае, когда корни 

детерминанта исходного матричного полинома лежат на единичной окружности, для 

решения задачи факторизации можно использовать алгоритм, базирующийся на 

соотношении Басса. На примере показана возможность не единственности решения 

проблемы факторизации. 
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1. Введение 

 

Алгоритмы решения различных задач синтеза системы управления 

стационарными линейными системами включают процедуры факторизации 

матричных полиномов [2-8,10,11,13,18,20-24]. В этой связи были предложены 

различные алгоритмы факторизации, в частности, алгоритмы факторизации 

относительно окружности единичного радиуса [1,9,19,27,28]. 

Отметим, что факторизация полиномa второго порядка [17,26] 

                                           LNzIzz  2)( ,                                                 (1) 

который имеет корни симметрично расположенные относительно 

окружности единичного радиуса, имеет следующий вид 

                                              ))(()( 1  IzIzz ,                                       (2) 

где  - постоянная матрица, собственные числа которой лежат внутри 

окружности единичного радиуса 

                                                    NSI 1)(  ,                                                (3)         

а матрица S  является положительно определенным решением следующего 

матричного алгебраического дискретного уравнения Риккати (МАДУР) 

                       ILNNLLLNNLNISNLS 2)( 11  
 .               (4) 

                                                 
* Работа была представлена на семинаре Института Прикладной Математики 3.10.2017 
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Здесь и далее I  – единичная, LN , - постоянные матрицы, соответствующего 

размера. В (4) и далее, верхний штрих означает операцию транспонирование. 

Можно констатировать, что и в настоящее время сохраняют актуальность 

вопросы разработки алгоритмов факторизации матричных полиномов в более 

общей постановке (см. [15], где есть  дальнейшие ссылки). Так, в [15] 

рассматривается задача факторизации матричного полинома 

                            101

1 zAAAz)z(  


                                                       (5) 

относительно окружности единичного радиуса, не делая предположения о 

симметричном расположении его корней.  В (1) 1 0 1, ,A A A  – заданные 

матрицы размера nn . Показано [15], что полином (5) может быть 

факторизован, т.е. представлен в виде: 

                               )GzI(K)zRI()z( 1 .                                                 (6) 

Матрицы G  и R  удовлетворяют следующим односторонним квадратным 

матричным уравнениям: 

                               
2

1 0 1 0AG A G A   ,                                                       (7) 

                               
2

1 0 1 0R A RA A    ,                                                       (8) 

Отметим, что согласно [15], факторизация (6) называется 

канонической, если ( ) 1, ( ) 1R G    и называется слабо канонической, 

если 1)G(,1)R(  . Здесь )(  обозначает спектральный радиус. 

 Сравнивая в (5), (6) коэффициенты при соответствующих степенях z  

можно получить следующие соотношения: 

                        0ARKGK  , 1AKG  , 1ARK  .                               (9) 

Из этих соотношений следует: 

                                  GAAK 10  , 10 RAAK  ,                                    (10) 

                                               11 RAGA  .                                                        (11)             

Подставив (11) в (7), (8) получим: 

                                  0A)AGA(R 101  ,                                                   (12) 

                                 0AGAGRA 101   ,                                                 (13) 

 

Таким образом, можно, определив путем решения (7), матрицу G , 

далее найти матрицы R,K  из линейных соотношений (10), (12), (13). В 

случае, если заданы матрицы K,R,G  (см. пример)), то для вычисления 

матричных коэффициентов 1 0 1, ,A A A  полинома )z(  можно использовать 

соотношение (9), т.е. для факторизации полинома (5) имеем следующий 

алгоритм.  

Алгоритм: 
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1. Формируются матрицы 1 0 1, ,A A A  из (5). 

2. Решив одностороннее квадратичное уравнение (7), находится G . 

3. Матрицы K, R находятся из линейных матричных алгебраических 

уравнений (10), (12), (13). 

4. Подставив матрицы  G, R, K в (6) восстанавливается факторизация 

матричных полиномов. 

Отметим, что факторизация (6) называется левой факторизацией 

полинома (5) (см. [8]). Для нахождения правой факторизации полинома (5) 

можно поступить следующим образом. Используя соотношение (6), найдем 

факторизацию полинома 

                                101

1 AzAAz)z(~  


                                                 (14) 

Представим полином )z(~  из (14) в виде (6): 

)G
~

zI(K
~

)R
~

zI()z(~ 1 . 

Приняв во внимание, что )z()z(~  , получим следующее соотношение: 

                            )R
~

zI(K
~

)G
~

zI()z(~)z( 1  
,                                 (15) 

которое определяет правую факторизацию полинома (5) (см. пример). 

 

Отметим, что в [15] много внимания уделяется случаю, когда среди 

корней полинома )z( есть лежащие на окружности единичного радиуса. Это 

обстоятельство может ухудшить сходимость вычислительного процесса 

нахождения решения уравнений (7), (8). (в случае (1)-(4) МАДУР может не 

иметь положительно-определенного решения [8] и требуется дополнительное 

исследование [16]). В этой связи, в [15] рассматриваются процедуры, 

позволяющие преобразовать исходное уравнение таким образом, что корни, 

модуль которых равен единице, исключаются. 

 Ниже показана возможность использования алгоритма [12] для 

нахождения решения уравнения (7) и, как следствие, решения задачи 

факторизации полинома (5), в случае наличия корней, модуль которых равен 

единице (см. пример).  

 

2. Одностороннее квадратное матричное уравнение [12] 

Известно, что различные инженерные задачи связаны с теорией 

колебаний. Здесь следует отметить теорию сильно демпфированных систем 

[25], в которой центральное место занимают вопросы нахождения корней 

матричного (или операторного [25]) уравнения 

                            0AXAXA 01

2

2   .                                                        (16) 

В [14] матричное уравнение (16) называется односторонним квадратным 

матричным уравнением (ОКМУ) (Unilateral Quadratic Matrix Equation), 

очевидно, что оно с точностью до обозначений совпадает с (7). 

Перепишем уравнение (16) в следующем виде  
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                                           B
X

I
F

X

I
M 11 

















,                                                  (17) 













10

1
AA

I0
M ,   










2

1
A0

0I
F ,   XB  . 

Задача состоит в построении процедуры, которая позволит преобразовать 

(17) к виду 

                                )B(
X

I
F

X

I
M pp 

















,                                                      (18) 

где )B(  – некоторый полином от матрицы B . Очевидно, если 0)B(   

(например, )B(  – характеристический полином матрицы B ), то 

соотношение (18) превращается в следующее линейное уравнение 

относительно X : 

                                       0
X

I
M p 








,                                                                 (19) 

которое можно переписать в виде 

1p2p MXM  , 

если разбить матрицу pM  на блоки:  2p1pp MMM  . Очевидно, что 

соотношение (19) определяет решение X , только если матрица 2pM  

является матрицей полного ранга. Другими словами, предлагаемый алгоритм 

«работает» только в случаях, когда 2pM  является матрицей полного ранга. 

Отметим, что если матрица 1F  обратима, то преобразовав (17) к виду 

                             B
X

I

X

I
H f 

















, 1

1

1f MFH                                               (20) 

можно без труда получить соотношение (19), в котором матрица 

)H(M fp  . Однако, если матрица 1F  сингулярная, предлагаем другой 

подход. 

Не предполагая обратимость матрицы 2A , преобразование (17) к 

форме (18) начнем с определения матриц 22 F,M  в соотношении 

                        
2

22 B
X

I
F

X

I
M 

















.                                                                   (21) 

Умножив (17) справа на B  получим 

                       
2

11 B
X

I
FB

X

I
M 

















.                                                                  (22) 
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Введем  матрицы 11, LD , которые удовлетворяют следующему 

соотношению: 

                                  1111 FDML  .                                                                   (23) 

Умножив слева уравнения (17), (22) на 11, LD  соответственно и учитывая 

(23) получим 

                      
2

1111 B
X

I
FL

X

I
MD 

















,                                                            (24) 

т.е. в качестве фигурирующих в (21) матриц 22 F,M , можно принять из (24) 

следующие матрицы: 

                            112 MDM  , 112 FLF  .                                                          (25) 

Приняв во внимание, что согласно (19), матрица  11 DL  является ядром 

матрицы 












 1

1

F

M
, можно находить матрицы 11, DL  в (25) используя 

процедуру null.m пакета MATLAB. 

 Аналогичная процедура может быть использована и для построения 

соотношения,  в котором фигурируют более высокие степени матрицы B . 

 Пусть (17) уже преобразовано к виду 

                        
k

kk B
X

I
F

X

I
M 

















.                                                                   (26) 

Построим аналогичное соотношение, в котором матрица B  имеет степень 

1k  . Умножим справа (26) на B  и  введем матрицы kk LD , , 

удовлетворяющие соотношению: 

                                1FDML kkk  .                                                                    (27) 

Имеем, 

1

1



















 k

kkk B
X

I
FL

X

I
MD , 

т.е. 11 MDM kk  ,   kk1k FLF  . 

 Согласно (27), матрица  kk DL  является ядром матрицы 












 1

k

F

M
 и 

поэтому, как уже отмечалось, для нахождения матриц kk LD ,  можно 

использовать процедуру null.m пакета MATLAB. 

 Отметим, что kk1k FLF   и, следовательно 

                                         111kk FLLF  .                                                       (28) 
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Таким образом, описана процедура, позволяющая строить матрицы 

kk F,M , фигурирующие в (26). Используем ее для определения pM  в (11), 

полагая, что фигурирующий в (18) полином )B(  

        IBBB)B( m1m

1m

1

m

0  

                                  (29) 

является характеристическим полиномом матрицы B , в котором 10  . Для 

этого, в качестве первого шага, необходимо в соотношениях (26) сделать 

одинаковыми матричные коэффициенты при 
kB  для m,,1k  . С этой 

целью, приняв во внимание (28), умножим слева каждое из соотношений (26) 

на k1mm LLL  . Пополним эти соотношения тождеством 

                       

















X

I
F

X

I
F mm  .                                                                        (30) 

Умножим (30) на m , а соотношения, в которых фигурирует 
kB на km  

(коэффициенты i  определяются (29)). Сложив их, получим: 

0)B(
X

I
F

X

I
)MMLMLLF( mm1m1m1111m1mmm 

















   . 

Следовательно, матрица pM , фигурирующая в (19) имеет вид: 

      m1m1m1111m1mmmp MMLMLLFM    .                     (31) 

 Таким образом, решение уравнения (16) определяется соотношением 

(19), в котором матрица pM  имеет вид (31). Коэффициенты i  определяются 

(29), а матрицы 11 F,M , соотношением (17). 

 Остановимся на процедуре определения коэффициентов i  в (29) 

(характеристического полинома матрицы B ). Так как XB  , то, очевидно, 

что использование стандартных вычислительных процедур, например poly.m 

пакета MATLAB, для нахождения коэффициентов i  проблематично. 

Очевидно, собственные значения матрицы X  принадлежат спектру пучка 

                                11 FM  ,                                                                             (32) 

что позволяет находить коэффициенты i  путем выбора корней (29) из 

собственных значений пучка (32) (см. пример). 

 

3. Примеры 

 Пример 1 (Пример 4.4 [8]). Фигурирующие в (5) матрицы имеют вид: 













10

10
A 1 ,  














51

11
A0 ,    11 AA 

 . 



Ф.А. АЛИЕВ, В.Б. ЛАРИН: АЛГОРИТМ ФАКТОРИЗАЦИИ ДИСКРЕТНЫХ … 

 165 

Полином (5) необходимо представить в форме (15). Соответствующие 

матрицы 11 F,M  в (17) имеют вид 





















5-111-

11-00

1000

0100 

M1 ,               





















1-000

1000

0010

0001

F1 . 

 

Отметим, что эти матрицы не имеют обратных. Задача состоит в нахождении 

матрицы G
~

, определяемой (7), т.е. в нахождении решения уравнения (16), в 

котором матрицы определяются коэффициентами полинома (14). Для того, 

чтобы использовать соотношения (19), матрица pM , в котором определяется  

(31), необходимо, согласно (25), найти матрицы 22 F,M . В свою очередь, это 

требует нахождения матрицы N , которая является ядром матрицы 












1

1

F

M
. 

Итак,  имеем: 

0.6492 -0.0940 -0.0157 0.0157

0.0494 0.9065 0.1845 0.1845

0.6971 0.1292 0.1824 0.1824

0.0480 0.2232 0.1667 0.1667

0.0480 0.2232 0.1667 0.1667

0.0480 0.2232 0.1667 0.1667

0.2040 0.0401 0.9178 0.0822

0.2040 0.0401 0.0822

N

 
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

  
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 
 
 
  

, 

 





























3401.46689.09178.09178.0

3401.06689.00822.00822.0

0940.0014300401.00401.0

2717.14559.02040.02040.0

M 2 ,   
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



























0157.001845.00157.0

0157.001845.00157.0

0940.009065.00940.0

6492.000494.06492.0

F2 . 

Фигурирующий в (29) полином )B(  имеет вид 
2B)B(  , т.е. 10  , 

остальные коэффициенты 21,  равны нулю. Поэтому, согласно (31) 

2p MM   и, следовательно, используя (19) получим: 








 


11

11

4

1
XG

~
. 

Таким образом, согласно (10). (12): 

0.75 0.75

0.75 4.75
K

 
  

 
,   G

~
R
~  . 

Разложив матрицу K
~   на множители Холецкого 

k kK C C  , 

получим, согласно (15), следующее выражение для )z( : 

1( ) ( ) ( )z z z    , 

где  

0.866 0.866 0 0
( ) (1 )

0 2 1 2 1 2
kz C zR

   
       

   
. 

 

Это выражение с точностью 
1610  совпадает с точным значением, 

приведенным в [8]. 

Пример 2. Покажем, что полином (5), вообще говоря, может иметь не 

только одно представление в виде (6). Пусть в (6): 

             









05

01
G , 










8.00

41
R , 










10

43

100

1
K .                                (33) 

Этим исходным данным, согласно (9), соответствуют следующие матрицы, 

фигурирующие в (5): 















005.0

017.0
A 1 ,   










01.004.0

04.04.0
A0 ,     














008.00

08.003.0
A1 ,     (34) 

и, согласно (6), одна из возможных факторизаций полинома (5): 

                           )GzI(K)zRI()z( 1 .                                                  (35) 

В (35) матрицы G,K,R  определяются (33). 
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 Используя результаты п.2, построим другую, отличную от (35), 

факторизацию полинома (5), матрицы в котором определяются (34). При этих 

исходных данных, матрицы 11 F,M  в (17) имеют вид: 













 01

1
AA

I0
M ,   










1

1
A0

0I
F . 

В этом примере матрица 1F  имеет обратную. Следовательно, для решения 

задачи факторизации можно использовать соотношение (20). Матрица 

1

1

1f MFH   имеет следующие собственные значения: 25.1;1;1;0  . Таким 

образом, в качестве матрицы )H( f  можно выбрать следующие матрицы: 

f

2

f1 HHH  ,   f

2

f2 HHH  . 

Если в (19) выбрать в качестве матрицы pM  матрицу 1H  )HM( 1p  , а в 

качестве X  матрицу G , определяемую (33), то при таком выборе этих 

матриц будет удовлетворяться соотношение (19). 

 Если в качестве матрицы pM  взять матрицу 2H , то в результате 

решения системы (19) получим, что 









05

01
2 XD  и, соответственно, 

согласно (10), (12) получим 









10

43

100

1
K 2 ,  










8.00

121
R 2 . 

Найденные значения 222 ,, RKD  определяют согласно (6), другую, отличную 

от (35) факторизацию полинома (5): 

)()()( 2

1

22 DzIKzRIz  . 

Этот факт связан с тем, что детерминант полинома (5) имеет два корня, 

модуль которых равен 1. 

 

4. Заключение. 

 Рассмотрена задача факторизации относительно окружности 

единичного радиуса матичного полинома второго порядка [15]. Показано, что 

в случае корней лежащих на окружности единичного радиуса для решения 

задачи факторизации может быть использован, базирующийся на 

соотношении Баса, алгоритм [12] решения одностороннего матричного 

уравнения второго порядка. На примере показана возможность не 

единственности решения задачи факторизации. 
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ABSTRACT  

 
The problem of factorization the second order matrix polynomial with respect to 

the unit circle is considered. It is shown, that in the case when the roots laying on the unit 

circle  for  solution  the problem of factorization can be used algorithm, basing on the Bass 

relation. On the example the opportunity of non uniqueness of the solution of a problem of 

factorization is shown. 

Keywords: Matrix polynomial, factorization, Bass relation, circle of unit radius, square 
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